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Un niim^fo deritro de unpareritesis. rtetio - 
fa que La : operation 6 proposition e/i que se 
furida la que se esta efectuamlo , se halla e,, 
el parrafo que dice dicho numero ; ademas 
se pondrd la serial § cuando las, citas esten 
fdfcej crilculos,: ‘ / 

Si alguno cfesease mas estension sohn 
icualquief panto de Ids cohtenidds en estii 
compendio podrdconsuttar el Tratado Etc 
mental en el parage correspondent e. 
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PRfflLOGO. 



L B ■ . 

a benigna acogida que ha merecido al pu- 
blico esta obritaV-iiiafe -estimulado a corre- 



gir en esta segunda edicion un descnido que 
secometio en la primera, al dar la demostra- 
cion de la presion que ejercen los fiuidos, en 
el parrafo 367 del tomo segundo ;'para esto 
ha sido’ preciso anadir alguna doctrina al tra- 
tar de los momentos. y de los centros tie gra- 
yedad,.Tambien he .auadido dos nuevos cases 
de igualdad. de triangulos que son los corn la- 
rios - 4 v°- y - 5 .° del § ‘273 del tomo priiftero, y 
otros dos eases tambien nuevos de semejauza 
de triangulos 1 , que son los contenidos 1 eri la 
6egunda parte del Cspolio i.°, y en el esco- 
lio 2. 0 del § 33 1 ; porcjue habiendo’ hallado 
yo la demostracion de estas proposiciqnes des- 
pues depublicada ja.primera edicion , juzgo 
de la, mayor importancia y necesidad el que 
sean. conocidas. de todos los; que emprendan 
el estudio de las Matematicas. En cuanto a lo 
demas $ *casi no se ha hecho otra alteracion 



que el haber corregido las err at as de la pri- 
hi era 1 -edicion ; pdr lo cual unicamehte debo 
advertir que estando convencido de la urgen- 
tisim a necesidad que hay de que se propague 
el estiidio de estas ciencias en todas-laa clases 
del estado ,.por.lo mucho que iniluyen en la 
publica prosperidad , he procurado tomar 
cuantas.naedidas han sido conducentes , para 
' que. el publico pueda obtenerla con mayor e- 
quidad, yfacilitar hasta por est'e medio la ad- 
quisicion de tan importaiites conocimieritos. 
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INTRODUCTION. 



Se llama cuerpo todo lo quees capaz de ha- 
cer impresion en nuestros sentidos. Las im- 
presiones que nos causan los cuerpos, se Ha- 
inan sensaciones. Las sensaciones considera- 
das como representando los objetos, se Ha- 
inan ideas ; y la facultad, por cuyo medio po- 
demos retener las ideas , se llama memoria* 
Si para dar a conocer el objeto que represen- 
ta una idea, es absolutamente necesario pre- 
sentarle al sentido a que pertenece , como la 
blancura , picante , etc., la idea es simple ; y 
si el objeto se puede hacer conocer sin esta 
cjrcunstancia como una mesa , caballo etc., la 
idea se llama compuesta. Si la idea conviene a 
un solo objeto , como la de este libro , se llama 
singular 6 individual ; y es abstracta 6 univer- 
sal, cuando conviene a muchos como la idea 
de libro ; de man era que para formar una idea 
universal 6 abstracta, se observara aquello en 
que convienen muchos objetos, y se prescindi - 
ra de lo demas. 

La operacion por cuyo medio podemos 
prescindir de aquello en que se diierencian 
varios objetos, se llama abstraccion ; de ma- 
nera que abstraccion es una operacion delaU 
via, por medio de la cual concebimos como 
separadas, cosas que realmente no lo estan . 

Para hacernos cargo de los muchos obje- 
tos que se nos present an, se deben conside- 
far separadamente, lo que se consigue por 
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medio de ia atencion la atencion es una 
operation del alma , por medio de la cual de 
mnchos objetos que se nos presentan , elejimos 
nno para hacernos cargo de el\ y haciendo 
lo mismo con todos los demas , se vendra en 
coilocimientp de todos ellos. 

Como casi todos los objetos son compiles- 
tos, no basta la atencion sola para conocerlos, 
sino que es necesario ir considerando cada 
una de sus partes, y esto se consigue por la 
andlisis , y . es una operation del alma, por 
medio de la cual .se descompone un todo en 
sus partes y para ver que relation tienen entre 
si j con ei mismo todo , y se vuelven a juntar 
otra vez para que compongqn el mismo todo. 
Por ejemplo, si tuviesemos que hacernos car- 
go de los muebles que habia en una sala, por 
medio de la atencion elejiriamos uno,v. g, 
un relox; y por medio de la analisis le des- 
compondriamos en las diferentes piezas de 
que constaba, para ver que relacion tenian 
entre si y con el total de la maquina; y des- 
pues las volveriamos a juntar para formar ei 
relox. Lo mismo se ejecutaria con todos los 
demas muebles^ 

La exactitud de las ideas depende del ma- 
yor grado de anajisis qus se haga de los pbje- 
tos; y de aqui result^ otra di vision de las ideas 
que es la contemda en el siguiente ejemplo-. 
Si de muchos sujetos quehan estado en.una 
casa, uno sqIo sq acordase de la calle en que 
esta dicha casa, habra analizado muy. poco, 
y la idea que de ella tiene sp llama obscura. 
Otro que sabiendo la calle, solo dudase entre 
dos 6 tres casas., habra analizado mas, y la idea 
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que tiene de la casa se llama cohfusa.QiYo 
que entrando en la calle, se fuese derecho a 
la casa sin preguntar anadie, babra analiza- 
do mas, y la idea que tiene de la: casa se lla- 
ma c/ara. Y otro que no solo supiese la casa, 
sino que.estando.lejos de.ella, fuese capaz de 
dara,otro tales senas,* que sin preguntar a 
nadie se fuese derecho a ella , este habra. ana- 
lizado mas que todos, y la idea que tiene de 
la casa se llama distinta 6 exacta . Esta es la 
idea que hemos de procurar adquirir en to- 
dos nuestros conocimientos. 

Si despues de haber examinado dos obje* 
tos, v. g. dos relojes, prestamos nuestra aten- 
cion a ambos a un mismo tiempo, entonces 
se dice que los comparamos; de manera que 
comparacion es una opeiacion del alma, por 
medio.de la cual prestamos nuestra atencioa 
a un mismo tiempo a dos objetos . De la com- 
paracion resultara que el uno sera mejor, ma- 
yor, etc. que el otro; y este grado de mejoria, 
mayoria, etc. se llama refacion , que no es mas 
que el resultado de la comparacion . 

Cuando al comparar dos ideas ballamos 
queconvienen, 6 no, e interiormente nos con- 
vencemos de ello (como cuando me convenzo 
de que la nieve es blanca ), formamos lo que 
se llama juicio , que es una operacion del al-. 
ma, por medio de la cual afirmamos 6 nega- 
Tnos una cosa de otra . 

Si se espresa el juicio con palabras (como 
si.yo le digo a otro la nieve es blanca), se lla- 
ma proposicion 9 , de manera que proposicion 
<es uh juicio espresado por palabras. 

La proposicion consta de tres partes: suje- 
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to, que es la cosa de que se habla ( V. g. eii te 

anterior la nieve) \ predicado, que es lo que 

se afirma 6 niega del sujeto (v. g . blaricd)\ 

y copula el verbo ( v. g. ey) que los une 6 

separa. 

Cuando por la comparacion de dos ideas 
no podemos averiguar su relacion, y para es- 
to las comparamos con otra u otras, usamos 
del raciocinio , que es una operation, por me - 
dio de la cual se comparan dos ideas con una 
6 mas intermedias, para averiguar su rela- 
tion* Si el raciocinio se espresa por proposi- 
ciones, se llama razonamiento . 

Las proposiciones pueden ser evidentes , . 
ciertas y probables . Se Hainan evidentes 6 
axiomas , aquellas cuya verdad se conoce m- 
mediatamente que se pronuncian. Tales son: 

1 . ° Una cosa es igual a ella misma . 

2 . ° Un to do es igual al conjunto de sus 
partes . 

3. ° Lo que hagamos con el todo quedard 
hecho con el conjunto de sus partes ; y lo 
que hagamos con el conjunto de sus partes , 
quedard hecho con el todo . 

4. ° El todo es mayor que cualqiiiera de 
sus partes , 6 la parte es menor que el todo . 

5. ° Cosas iguales a una tercera son igua - 
les entre si 

El primer axioma esta al alcance de todos; 
y los demas lo estaran igualmente, si se tiene 
presente que cuando una cosa se compone de 
otras, a la compuesta se le llama todo , y a ca- 
da una de las componentes se les llama 
tes del mismo todo. 

El tercer axioma y el ultimo son de. la ma- 
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yor importancia, pues en ellos se fiindan ca- 
si todas las demostracipnes. ./ 

Proposiciones ciertas 6 teoremas, se 11a* 
piaa aquellas que para convencer de su ver~ 
dad es preciso compararlas con los axiomas, 
y hacerver que estdn comprendidas ea ellos ; 
6 de otro modo: teorema es una proposition 
que necesita demostmcion ; y demostracion es 
un raponamiento seguido , en que se kace vert 
que la proposition. enumiada , de iai modo 
QQiicuerdu con los principios mas ciertas y evi* 
dentes , que no deja^duda de su.verdad, 

La^denjostmcipn: -.puede ser directa 6 a 
priori, e indirecta 6 d posteriori, que tambien 
se llama ad absurdum . Es directa, cuando 
pariiendordel sujeto de la proposition se ma- 
nifiesta la ver dad que se ha enimciado \ e in- 
direct, a, cuando sehace ver que no se puede 
verificar ninguna otra cosa mas que el enun- 
dado . Este metodo de demostrar se llama me- 
to do de exaucion * j:. 
i.,,. Proposiciones probables son las que Unas 
ijeces. pueden server daderas y otr.as falsas . : 
Segun las cosas qae se enuncian en la proi 
gqsicioR topia g&ta el: nombre de definition, 
problema , coroiariQ , postulado y escolio jr 
iewa* v.n^v. • 

Upfinicion es una proposition en . que se 
da una idea clancry,\di$tinta de lo que se quie* 
7\e, clar d entender :-pqmQ las que heinos dado 
jde la atencion, analisis, etc. La;d,efinicion de« 
i^e ser breve, clara, ,y no contener al defiriido* 
„ {J Problema es una proposition en que se 
fmmeia que por medio de ciertas cosas cono * 
tidas debemos averiguar alguna.descono.tida , , 
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Estas propbsiciones se conocen en qiie princi- 
pian por el infinitive) 6 imperativo del verbbv 
El ; problemaaconsta de resolution y demostra - 
cion^evbi la 4 resolucion se dan las reglas para 
encoritrardo que sebusca; y en la demostra* 
cion se haceiver que praeticando dichas reglas* 
se llegara : .a tener lo qub : se pedia. •*’- v - 
< . Bostulado es un axibma enunciado en par - 
ticular : ' como cuando se dice en vez de un pe- 
so durb:&e pueden toiridr cinco pcset&s. 

- , i Esmlio es' una proportion en qiie se es* 
plica oadvierte algWia : cosa.' ■ r : : 

* . Letna . es una pi opositioii ' que pertenehien - 
do a otto munto diftierbte del que se trata-, se . 
enuncia para que sirva de ilustracion 6 prifl- 
cipioidedo mismo qiie se va d tratar . v c \ 

- 1 :Tambien. hay proposiciones cohdicionales; 
la parte en queentra la^condicion Seltama lu - 
potesi's;* y la otra, qubes^lo efue se ase'gdira; se 
ilamacitew^* . . ; • • ^ .o o- • 

Esto supuesto, se llama- ciencid el corijum 
to de c todasdas proposiciPne^ evidehtes-y cier- 
tas.pertenecientes iun aSmlto , enkzadas 1 en* 
ire si con cierto orden/ > > ' q 

Este orden 6 dependeficia es lo que se Ha- 
ma me to do Zque ese/ tirderi que sesigue eh 
la adquisicion (6 esposicion) de nuestros co - 
nocirnientos - La circirpstancia esencial del rn£- 
todo es queseproccda si&mprede lb conoci - 
dp. a lo.desconocido; siSenosdancbnocidas 
las partesffy por ellasc hemPs de-vehir eri c6-> 
nocimiento del todo £ el -metodo se Haina>?^ 
teticop de composition; y si/coiioeido 1 el to- 
do , hemos de cono^r su : s f pattes 7 el nietodb 
se . llama laucditico, 6 Ue^deseb'mposicioir ' ? 

i 
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t v 'Si observamos un cuerpo cualquiera, v. 
g. un libro, le hallaremos dotado de muchas 
p'ropiedades, como son: ocupar im espacio 
Malquiera, que se llama estension; no poder 
octipar otro cuerpo el mismo espacio que 
a im mismo tiempo, que se llama inipenetra- 
bilidad\ serle indiferente el moverse 6 estars£ 
quieto , que se 11am a inertia : poder ser tras- 
ladado de una parte del espacio a otra, que 
6e llama movilidad ; poder permanecer sierii- 1 * 
pre en un misiuo sitio, qme sellam & quiesci* 
* frilidad ; dirijirse liacia la tierra inmfcdiata- 
■mente que le faltael apoyo que le sdstiene; 
qpe fee llama gravedadye 1 estar terminado de 
csta 6 de la dtra manera, que j es lo que cons- 
tituye su forma 6 su figura,, y se llama figura 
'i>ilidad,eX.c. etc. ; y tambien la de poder ser* 
liiayor 6 menor que se llama cantidad, de ma- 
Uera ; que cantidad- es' to do lo que puede au- 
mentar 6 disminuir. • : c rori 

' La' cantidad se divide en discretely conti^ 
fillet; discreta es atfuella cufas partes no tie** 
nen ninguna tmbazoii m-enlace , como oM 
monton de pesos duros; y continua es aque- 
lla cuyas partes estdn unidas entre si , como 
las partes de plata que componen un duro. 
La cantidad forma el objeto de las Maiemati- 
cas ; de manera que entendemos por Matem^ 
ticas las ciencias que tratan de averiguar las 
relaciones y propiedades de la cantidad. Co- 
mo esta solo es susceptible de aumento 6 di- 
minution , las Matematicas solo podran espre- 
sar , componer y descomponer las cantidades ; 
y cuando se ejecuta cualquiera de estas ope- 
raciones, se dice que se calcula* 
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Las Matematicas se dividen en purps y 
mistas\ se Hainan puras las que tralan de la 
cantidad conlamayor abstraction ; y mistas 
son las que corisideran la cantidad en alguna 
de las propiedades; de los cuerpos^hosTajpos 
de las Matematicas puras son dos.: uno!q]u§ 
trata de la cantidad discreta,, que se llama 
Aritmetica universal, que se.diyide en Arit- 
m&tica propiamente dicha y en, Algebra ; ,'y 
otro que. trata de la cantidad continua 6 de la 
estension 'que se Hama Gepmetria . Los trata* 
dos de las Matematicas mistas ;spn tantos €% 
jno propiedades tienen los cuerpgs; y aun una 
misma propiedad da orijen .& diferentes trata- 
dos. Por ejemplo: el movimiento considerado 
eri los cuerpqs terrestres solid os, da orijen .a 
la Dinamicar, considerado en los liquidos* p? 
rijina la Hidroclindmica 6 Hidraulica; cpnsi- 
derado en los cuerpos celestes, orijina la As- 
tronomia , etc. etc. etc. 

Estas nociones estudiadas con buen meto< 
do* son suficientes para poder comprender to- 
dos los eonociimentos que vamos a esponerc 
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ARITMETICA. 



Nociones preliminares , numeration , division 
j y subdivision de las unidades de pesos 
j medidas . 

I Se llama unidacl cualquier cantidad que se 
clije 6 toma para que sirva de termino de compara- 
eion 6 medida respecto de todas las de su especie. 
V. g. en una cantidad de dinero espresada en reales, 
sirve el real de unidadj espresada en duros , sirve 
el duro, &c. 

El agregado 6 conjunto de varias unidades forma 
lo que se llama numero . O de otro modo : cuando 
com paramos una cantidad de dinero con un duro 
(6 real , &c.) con el fin de averiguar los duros (6 rea- 
les , &c.) que hay , el resultado de esta comparacion 
se llama numero, Asi, cuando despues de haberios 
contado decimos que hay tantos duros (6 reales), la 
palabra tantos es el numero. 

Y se llama Aritmetica la ciencia que trata de ave- 
riguar las relaciones y propiedades de la cantidad es - 
presada por numeros . 

2 La Aritmetica solo puede hacer con los nume- 
ros las tres operaciones de espresarlos , componerios 
y descomponerlos. La parte que trata de espresar ios 
ntimeros, se Uama numeracion . Esta puede ser-7za- 
blada , y puede ser escrita ; la numeracion habiada 
consiste en espresar con palabras las diferentes co- 
lecciones de unidades . 

3 Para darla a conocer observaremos que cual- 
quier objeto que nos presenta la naturaleza , es en si 
lo que llamamos uno ; esto supuesto , el agregado de 
uno y uno , se espresa con la palabra dos , y por lo 
tanto dos equivaie a uno y uno j para espresar el con- 
junto de dos y uno , se usa de la palabra tres j tres 
y uno se espresa con la palabra cuatro ; cuatro y uno 

i T. 1. 
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con la palabra cinco j cinco y uno con la palabra seis; 
seis y uno con la palabra siete ; siete y uno con la pa- 
labra ocho j ocho y uno con la palabra nueve j nueve 
y uno con la palabra diez. 

4 Ahora se toma esta coleccion de diez unidades 
por una nueva unidad , que se llama unidad de de - 
cena, y se contimia contando por decenas y unida- 
des , diciendo: diez y uno , diez y dos , &c.j mas por 
una irregularidad del lenguaje, en vez de diezy uno 
se dice once $ en vez de diez y dos se dice doce ; en 
vez de diez y tres se dice trecej en vez de diez y 
cuatro se dice catorce $ en -vez de diez y cinco se 
dice quince ; y despues se contimia regularmente diez 
y seis , diez y siete , diez y ocho , diez y nueve ; y 
para espresar dos dieces 6 decenas se usa de la pala- 
bra veinte , y se contimia diciendo : veintiuno , vein - 
tidos , veintitres ,... veintinueve $ y para espresar tm 
dzecer 6 decenas (y en general cualquier coleccion de 
decenas) se modihca la palabra tre$ (6 cuatro , cin- 
co , &c.) que las espresa , con la terminacion enta , y 
se dice treinta j despues se contimia : treinta y uno , 
treinta y dos, treinta y tres,.,. treinta y nueve , cua - 
fro dieces 6 cuarenta , cuarenta y uno , cuarenta y 
dos,... cuarenta y nueve ; cincuenta , cincuenta y uno... 
cincuenta y nueve sesenta , sesenta y uno,.. sesenta 
y nueve $ setenta , setenta y uno,... setenta y nueve j 
ochenta , ochenta y uno,... ochenta y nueve j noventa , 
noventay uno,... noventa y nueve j diez dieces 6 de- 
cenas , que se espresan con la palabra ciento . 

5 Esta coleccion de diez decenas se toma por una 
nueva unidad , que se llama centena , y se contimia 
contando por centenas , decenas y unidades , dicien- 
do : ciento , ciento y uno,... ciento y diez,... ciento 
cincuenta y seis,,.., doscientos,... doscientos ochenta y 
cuatro,. . trescientos,... cuatrocientos,... quinientos,,... 
seiscientos,... setecientos,... ochocientos,... novecien- 
tos,... no vecientos noventa y nueve. Anadiendo uno 
tendremos diez cientos , que se espresa con la pala- 
bra mil j se toma por una nueva unidad ? que se 11a- 
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ma miliar , y se continua contando por millares , cen- 
tenas , decenas y unidades , hasta tener un miliar dt 
millares , que se llama millon j este se vuelve a to- 
mar por unidad , y se continua contando por millo- 
nes , centenas de miliar , decenas de miliar , milla- 
res , centenas , decenas y unidades , hasta tener un 
millon de millones , que se llama billon . Despues se 
continua contando hasta un millon de billones , que 
se llama trillonj y asi sucesivamente cuadrillon , gut- 
//on, s e still on , &c. &c.$ de modo que solo con las 
trece palabras uno,dos , trw, cuatro , cinco, jeL, 
te , ocho , , diez , ciento , 77*i/ y /a millon , modi- 

ficadas , se pueden espresar todos los numeros de que 
puede necesitar el hombre. 

6 La numeracion escrita consiste en espresar to- 
dos estos numeros con pocos signos , que se llaman 
cifras , guarismos 6 caracteres. La que nosotros va- 
mos a esplicar consta de los diez guarismos siguientes 

4 , 5 > <> > 7 > 8, 9, 05 

jmo, doj*, cuatro , cinco , .r«\r, siete 9 oc£o, nueve t ccro\ 

y cada uno espresa la palabra que tiene debajo j ad- 
virtiendo que el caracter o signilica la idea que tene- 
mos de la nada, y solo sirve para ocupar en los nume- 
ros el lugar en donde falta alguna especie de unidades. 

7 Para espresar con estas diez cifras todos los nu- 
meros posibles , se considerara cada una de ellas con 
dos valores : uno absoluto , que es el que le acabamos 
de fijar j y otro , relativo al lugar que ocupa contando 
de derecha d izquierda. Asi, el guarismo 4 v. g. siem- 
pre espresara cuatro cosas j pero si esta en el primer 
lugar de derecha a izquierda, seran cuatro unidades, 
si esta en el segundo , cuatro decenas , &c. 

8 En general el primer lugar , contando de de- 
recha d izquierda , estd destinado para las unidades $ 
el segundo para las decenas j el tercero para las cen - 
tenas j el cuarto para los millares ; el quinto para las 
decenas de miliar j el sesto para las centenas de miliar ; 
el stptimo para los millones j el octavo para las dece - 
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nas de millon 3 el noveno para las centenas de millon^ 
el decimo para los millares de millon $ el undecimo 
para las decenas de miliar de millon 3 el duodecimo 
para las centenas de miliar de millon 3 el decimoter- 
cero para los billones 3 el decimocuarto para las de- 
cenas de billon 3 el decimoquinto para las centenas 
de billon 3 el decimosesto para los millares de bi- 
llon 3 el decimoseptimo para las decenas de miliar 
de billon 3 el decimooctavo para las centenas de 
miliar de billon 3 el decimonono para los trill ones 3 y 
asi succesiv ament e 3 el vigesimo quint 0 para los cuadri - 
Hones r .. el trigesimoprimo para los quillonesy &c. 

. 9 Esto supuesto , para escribir los numeros , se 
seguirdn las reglas de una rigor os a traduccion 3 esto 
es y se colocardn sucesivamente los guarismos que es- 
presen el numero de unidades de cada orden , los unos 
al lado de los otros , principiando por la izquierda } 
teniendo bien presente la sucesion de estos drdenes para 
no omitir ninguno , y ocupando con ceros los lugares 
de los or denes de unidades que puedan faltar. 

10 La razon de einpezar a escribir por la izquier- 
da ? es que la unidad de especie superior es la que 
esta mas a la izquierda , y cuando enunciamos un nu- 
mero , principiamos por la especie superior. 

1 1 Asi , si quiero escribir el numero cincuenta y 
siete mil , seiscientos y tres 3 lo primero escribire la 
palabra cincuenta , que equivale (4) a cinco decenas; 
ppr consiguiente , pondre en primer lugar un 5, que 
para que sean decenas debe seguir (8) a su derecha 
otro guarismo , el cual ha de ser el que esprese las 
unidades 3 y como despues de cincuenta sigue la pa- 
labra siete y infiero que despues del 5 debo poner un 
7 y tendre 57, con lo que estan escritas las palabras 
cincuenta y siete. Ahora sigue ia palabra mil ? lo que 
me indica que para que el 57 esprese millares , t'ai- 
tan aun tres cifras (8)3 y como la primera que debe 
seguir es la que esprese las centenas ? y en el nu- 
mero dice seiscientos , escribire el guarismo 6 para 
espresarias ; y tendre 576. Despues debe seguir el 
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guarismo que esprese las decenas; y como el nume- 
ro dado no las tiene (pues no hay en el las palabras 
diez,veinte, treinta y >. noventa , que lasespresan), 
pondre o y tendre 5760. Aun faltan las unidades; y 
como en el numero propuesto dice tres , escribire el 
guarismo 3 despues del o y tendre 57603 , que es- 
presa el numero que se queria. 

12 Con la misma facilidad se escribira cualquier 
otro numero , aunque sea mas complicado. V. gr. si 
quiero escribir el numero ocho mil quinientos sesenta 
Jy tres millones , doscientos cuarenta y seis mil 5 lo 
primero escribire por lo dicho antes 8563, con lo que 
tendre escritas las palabras ocho mil quinientos se- 
senta y tres . Como despues sigue la palabra millo- 
nes , me da a conocer que faltan aun seis cifras (8), 
y la primera que debe seguir es la que esprese las 
centenas de miliar ; y como el numero dice (antes de 
la palabra mil ) doscientos , el primer guarismo que 
debo poner es el 2, y tendre 85632. Ahora han de 
seguir las decenas de miliary y como dice cuarenta , 
tendre que poner el 4 y me resultara 856324. Des- 
pues siguen los millares ; y como dice seis , pondre 
e) guarismo 6 y tendre 8563246. Despues deberan 
-seguir las centenas , decenas y unidades que haya en 
el numero propuesto, y como despues de las palabras 
seis mil no sigue nada , pondre tres ceros y tendre 
8563246000, que espresa el numero dado. He aqui 
varios ejemplos para que se ejerciten los princi- 
piantes. 

i.° El numero trescientos cuarenta se escribe 340. 

2. 0 El numero siete mil cincuenta y ocho se es- 
cribe 7058. 

3. 0 El numero noventa mil seiscientos diez se es- 
cribe 90610. 

4. 0 Doce millones , treinta y ocho mil setecientos 
cuatro se escribe 12038704. 

5. 0 Quinientos tres mil millones y noventa se es- 
cribe 503000000090. 

1 3 Para leer un numero cuando esta escrito , se 
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o bservard el lugnr que ocupa cada guarismo y la es - 
pecie de unidades que espresa , y se pronuncia la pa - 
labra correspondiente d cada uno . Esto es facil , si el 
numero tiene pocos guarismos 5 pero si es cornpli- 
cado se divide en porciones de sets guarismos , empe- 
zando por la derecha 5 en la primera separacion se 
pone un i, bien sea por la parte de arriba 6 bien por la 
de abajo j en la segunda un 2 ; en la tercera un 3, Vfc . 9 
despues se divide cada porcion de seis guarismos en 
dos de tres con una coma j y se empieza leyendo por 
la izquierda , pronunciando mil donde se encuentre una 
coma , y donde se halle un r , un 2 , un 3 , to*c. mi- 
Uon , billon , trilion , &c. , y luego al fin se pronun - 
cia unidades . Ejecutando esto con el numero 
468321 572057002154300807 

tendre 468,321^572,057^002,154^00,807 

que se lee : cuatrocientos sesentay ocho mil , trescientos 
veintiun trillones , quinientos setenta y dos mil cincuenta 
y siete billones , dos mil ciento cincuenta y cuatro millo - 
ties , trescientas mil ochocientas y siete unidades . 

14 Ahora , si a un numero cualquiera se le pone 
un cero a la derecha , se le hace diez veces mayor 5 
porque su ultimo guarismo que antes espresaba unida- 
des, ahora espresa decenas; las decenas, centenas,&c. 
del primitivo , se habran hecho tambien diez veces 
mayores , luego habiendose hecho cada parte diez ve- 
ces mayor , lo habra quedado el todo (intr. ax. 3. 0 ). 
Del mismo modo se demostraria que anadiendo dos 
ceros , se hace el numero cien veces mayor , 

1 5 Los numeros se dividen en abstract os y con - 
cretos ; se llaSian abstractos los que no determinan la 
especie de unidades , como cinco , veinte , y todos los 
que hemos considerado antes 5 y concretos son los que 
la determinan , como cinco hombres , seis manzanas , to*c. 

Los numeros concr.etos se subdividen en liomoje - 
neos y heterojeneos 5 se llaman homojeneos los que es - 
presan unidades de una misma especie , como 5 horn- 
ores 9 60 hombres , &c. 5 y heterojeneos los que se 
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refieren d diferentes unidades , como 20 hombres 80 
manzanas , &c. 

Ei niiinero se llama c tijito 6 simple , cuando se es- 
cribe con un solo guarismo j y compuesto , cuando 
se escribe con mas. 

Ademas , el numero se divide en entero , quebrado, 
misto , fraccionario y quebrado de quebrado . Entero 
05 e/ que se compone exactamente de unidades , como 
todos los considerados < hasta aqui; quebrado el 
que espresa partes de la unidad , como tres cuartos , 
dos quintos , to*c. j misto el que se compone de entero 
y quebrado , como cuatro y medio ; fraccionario es 
aquel en que , contando p or partes de la unidad , se 
llega d tener una unidad 6 mas de una unidad , como 
tres tercios y cinco tercios j y por ultimo, quebrado 
de quebrado es el que espresa partes de partes de la 
unidad , como los tres cuartos de dos quintos , 

16 En los pesos y medidas espanolas se observa 
la ley siguiente. 

Las medidas de longitud se refieren al pie ; este 
se divide en 1 6 dedos , y el dedo en mitad , cuarta , 
ochava y diez y seisava parte , tambien se divide en 
12 pulgadas , y la pulgada en 12 iltneas. 

La vara se compone de tres pies , y la legua de 
20000 pies. 

17 La primera de las medidas agrarias es el 05- 
tadal cuadrado , que es un cuadro de 4 varas ,612 
pies de largo y otro tanto de ancho. Despues sigue 
la aranzada , que se compone de 20 estadales en cua- 
dro j y luego la janega de tierra , que se compone 
de 24 estadales en cuadro. La fanega de tierra se di- 
vide en 1 2 celemines , y el celemin en a cuartillos. 

18 Para los granos , la sal y d§yJis cosas secas> 
la unidad de especie superior es el cahiz , que se 
compone de 12 fanegas, y la fanega de 12 celemines ; 
tambien se divide la fanega en 2 medias fanegas y 
en 4 cuartillas. 

19 Para los liquidos , escepto el aceite , se usa 
de la cantara 6 arroba , que se divide en 2 medias 



8 aritm£tica. 

cant ar as $ la media cantara en 2 cuartillas ; la cuar- 
tiila en 2 azumbres j la azumbre en 2 me dins azum - 
bres $ la media azumbre en 2 cuartiilos, el cuartilio 
en 2 medios cuartiilos ; el medio cuartilio en 2 co- 
fas j de modo que la cantara tiene 32 cuartiilos. El 
mayo se compone de 16 cantaras. 

Esceptuamos el aceite, porque sus medidas estan 
arregladas al peso j y asi se usa de la arroba, media 
arroba , cuartilla 6 cuarto .de arroba , libra , media 
Libra , cuarteron 6 panilla , y de la media panilla. 

20 Para las cosas que se venden al peso , la uni- 
dad de especie superior es el quintal , que se corn- 
pone de 4 arrobas j la arroba de 25 libras ; la libra 
de 1 6 onzas, la onza de 16 adarmes j el adarme de 

3 tomines , y el tomin de 1 2 granos . La libra se di- 
vide en 2 medias libras > en 4 cuarterones , y en 8 
medios cuarterones ; la^onza en 2 medias onzas , en 

4 cuartas y en 8 ochavas 6 dracmas j la libra se di- 
vide tambien en 2 mar cos , y el marco en 8 onzas. 

21 En la moneda la unidad de especie superior 
es el doblon , que se compone de 4 pesos 5 el peso de 
1 5 re ales , y el real de 34 maravedtses. 

22 En el tiempo se observa la siguientc division: 
el siglo se compone de 100 anos 5 el ano de 12 

6 de 365 dias y algo mas j el tries de 28 , 30 631 
dias i el dia de 2/\. lioras j la hora de 60 minutos j el 
minuto de 60 segundos , &c. 

' T)e la operacion de sumar 6 de la adicion. 

23 Aunque es verdad que dado un niimero solo 
se le podra hacer mayor 6 menor , los diferentes mo- 
dos que iiay de aumentar 6 disminuir los nnmeros, 
conducen a .seis operaciones , que son: sumar , res- 
tar , multiplicar , dividir , elevar d potencias y estraer 
raices. 

Sumar es reunir en un solo nttmero el valor de 
dos 6 mas homojcneos 5 la operacion por medio de la 
cuai se ejecuta esio, se llama adicion j los niimeros 
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que sc dan para suinar , sumando-s ; y Io que resulta 
de la operacion , suma, Los sumandos han de ser ho- 
mojeneos, porque un nuiriero de iiombres , por ejein- 
plo , no paede aiimentar uno de caballos, &c. 

Se indica esta operacion poniendo entre los su- 
mandos este signo •+•, que se lee bias. Asi, la espre- 
sion 5 -4- 3 se lee : cinco mas tres j y para indicar que 
despues de hecha esta suma , resulta 8, se pone el sig- 
nozz, que se lee igual ; de manera que la espresion 
5 -i- 3=8, se lee: cinco mas tres igual ocho. 

24 Para poder sumar , es necesario saber per- 
fectamente lo que componen juntos d$ dos en dbs , los 
numeros dijitos , cuyas sumas son las cont^nidas en 
la. siguiente 




Tabid para sumar. 



25 Sabida la labia , se s ben sumar de memoria 
todos los numeros dijitos : y para sumar un numero 
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cornpuesto con un dijito $ se anadira el dijito d las 
unidades del cornpuesto , y se pronunciard el todoj 
si de la suma del dijito con las unidades del com- 
puesto resulta alguna decena, se pronuncia en la su- 
ma la decena i nine di at ament e mayor d la que lleve el 
cornpuesto. V. gr. 25 y 4 (diciendo : $ y 4 son 9) son 
29 j 27 y 8 (diciendo 7 y 8 son 15) son 35, &c. 

26 Entendido esto , para sumar toda clase de nu- 
meros enteros resolvereuios el siguiente 
Probierna. Sumar numeros enteros . 

Resol ucion. Coloquense todos los sumandos , los 
unos debajo de los otros , de modo que se correspon- 
dan unidades debajo de unidades , decenas debajo de 
decenas , these despues una ray a j empiecese d 
sumar por la columna de las unidades , y sumense 
todas las de J,os sumandos : esta suma se compondrd 
6 de unidades solas , d de decenas solas , d de decenas 
y unidades , si se compone solo de unidades , se pone 
debajo de la ray a el guarismo que las espresa , de 
modo que se correspond^ con las unidades de los su- 
mandos j si se compone solo de decenas , se pondrd o 
debajo de las unidades de los sumandos , y las de- 
cenas se guardardn para sumar l as con las de la co- 
lumna siguiente ; si hay decenas y unidades , se co - 
locan las unidades debajo de Ids unidades ^ y se guar- 
dan las decenas para sumarlas con las de la columna 
inmediata . Despues se suma la columna de las. dece- 
nas , teniendo cuidado de sumar con el primer gua- 
rismo las que resultaron de la suma de las unidades: 
esta suma de decenas se compondrd 6 de decenas 
solamente , d solo de centenas , d de centenas y de- 
cenas j si solo contiene decenas , se pone debajo de la 
columna de las decenas el guarismo que las espresa , 
si tiene solamente centenas , se pone o debajo de las 
decenas , y se guardan las centenas que resulten pa- 
ra sumarlas con las de los sumandos ; si contiene 
centenas y decenas , se colocan las decenas debajo de 
las decenas, y las centenas se guardan para sumar- 
las con las de la columna de la i%quierda . Luego , se 
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pasa d sumar las centenas , teniendo cuidado de ana r 
dir al primer guarismo las que se llevaban de la suma 
de las decenas j y si en la suma de las centenas hay 
millares , se guardan para sumarlos con los de la co - 
lumna inmediata $ y asi se continua hasta llegar d la 
ultima columna de la izquierda , de cuya suma si re- 
sulta alguna 6 algunas unidades de especie superior , 
se ponen d la izquierda del guarismo ultimamente 
puestoj y el numero que resulta deb a jo de la raya es la 
suma pedida. 

Ejemplo. Si quiero sumar los numeros 35.72, 696, 
57 y 7°9> l° s pondre los unos debajo de los otros, 
de modo que se correspondan unidades debajo de u- 
nidades, decenas debajo de decenas, &c.; tirare des- 
pues una raya en esta forma: 

Empiezo a sumar por las unidades , y 3572 
digo : 2 unidades y 6 son 8 , y 7 son 15, 6g6 

y 9 son 24; en 24, que son unidades, 57 
bay 2 decenas y 4 unidades , coloco las 4 709 

unidades debajo de la columna de las uni- - — * 

dades , y guardo las 2 decenas para su^ 5034 
marks con las de la columna siguiente, en 
que digo : 7 decenas , y 2 que llevaba de la suma de 
las unidades , son 9 decenas , y 9 son 18 , y 5 son 
23 , y o son 23 j en 23 , que son decenas , hay tres 
decenas y 2 centenas $ por lo cual pongo un 3 de- 
bajo de las decenas , y guardo las 2 centenas para 
sumarlas con las de la columna inmediata , diciendo: 

5 centenas , y 2 que llevaba , son 7 centenas , y 6 
son 1 3 , y 7 son 20 j en 20 , que son centenas , hay 
2 millares justos y nihguna centena j por lo que pon- 
go o debajo de las centenas, y guardo los 2 millares 
para la columna inmediata , en que digo : 3 y 2 que 
llevaba son 5 , que pongo debajo de los millares 5 y 
como ya no hay mas guarismos, digo que la suma de 
los numeros propuestos es cinco mil treinta y cuatro . 

Escolio . Al sumar cada columna no se necesita ir 
repitiendo si son unidades, decenas, &c.; pues como 
por el sistema de numeracion cada diez unidades 
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componen una de especie superior, se suman Ios gua- 
rislnos de cada columna como si solo espresasen unida- 
des, y despues de colocar debajo de la columna que 
se suma , las unidades senciJlas que resulten, se lie- 
van para la columna jnmediata tantas unidades como 
decenas resultaron en la suma de la columna anterior. 

27 Como el probiema consta de resolution y de- 
mosiracion , y hasta ahora solo hemoj- dado la reso- 
lucion, nos faita la segunda parte que es la 

Demostracion. La coiocacion de los sumandos es 
por comodidadj el tirar la raya es por claridad , es- 
<to es , para que no se confunda la suma con los su- 
mandos , todo lo demas esta reducido a que en elnii- 
-merd de debajo de la raya estan todas las unidades, 
decenas , centenas , &c. , esto es , todas las partes de 
los sumandos 5 y como lo que se hace con las partes 
(irftiv ax. 3. 0 ) queda hecho con el todo , se inhere 
que el ntimero que esta debajo de la raya es la su- 
ma; detodos los sumandos , que era lo que debia lia- 
eer y demostrar , que se espresa : L. Q. D. H. y D. 

Esc. Si fuesen. muchos los sumandos, se podrian 
hacer varias sumas de a seis u ocho sumandos ca- 
da una , y luego se sumarian esta s sumas j pero es 
mejor acostumbrarse a hacer siempre la operacion de 
una vez , como se ve en los siguientes ejemplos. 



i:° 

4723 

874.12 

7029 

37940B 

478572 

2 .° 

7537 

96425 

17584 

2563 



3 *° 4 -° 

45638 49673 

7946 35486 

369204 359864 

70803 68397 

974932 75386 

67960 8535 

540316 56384 

47210 724836 

204562 97537 

38930 35791 

2367501 1511889 



5.° 

35286 

5732 

93468 

J74253 • 

208739 

6 ° 

38497 

98704 

2746 

4821- 

144768 
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Dt la operation de restar 6 de la instruction . 

28 La primera operacion de disminuir es la de 
restar , que es averiguar la diferencia entre dos nn- 
meros homojeneos ; la operacion por medio de la cnal 
se ejecuta esto,se llama subtraction 5 el numero de 
que se ha de restar, ininuendo 5 el que se resta , sus- 
traendo j y lo que resulta de la operacion, se llama 
resta esceso 6 diferencia . 

El minuendo y sustraendo deben ser homojeneos 
por razones analogas a las dichas (23). 

Se conoce el minuendo en que lleva siempre an- 
tepuesta la preposicion de 5 y para indicar una ope- 
racion de restar se escribe el minuendo, despues estc 
signo — , que se lee menos , y luego el sustraendo que 
es el oiro numero 5 y para indicar el resultado se po- 
ne el signo— Asi, la espresion 7 — 4=3 , quiere de- 
cir, que despues de quitar 4^7 quedan 3 , y se lee; 
siete menos cuatro igual tres. 

29 Entendido esto, pasemos a resolver el siguiente 

Problema. Restar numeros enteros. 

Res. Coloquese el sustraendo debajo del minuen- 
do y de modo que se correspondan unidades debajo de 
unidades , decenas debajo de decenas , Uc.jtirese des - 
faes una ray a debajo del sustraendo 5 vease las unir 
dades que fait an d las del sustraendo para que tenga 
las mismas que el minuendo , y las que le falten se 
ponen debajo ds la raya en la columna de las unida- 
des 5 ejecutese lo mismo con las decenas , centenas , 
miliar es j^c.y y el numero que saiga debajo de la 
; raya sera la resta . 

Ejemp . Side 47835 quiero restar 23512, verc que 
el numero que lleva la preposicion de es el 478355 
por consiguiente este es el minuendo , y por lo inis- 
j mo colocare el sustraendo 23512 debajo 
de el, como aqui se ve: 4783 5, 

Y despues de tirada la raya, dire; de 23512 

2iinidades a 5 unidades van 3, que pon- 

go debajo de la raya cn la columna de las 24323 
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unidades ; de i decena a 3 van 2, que pongo de- 
bajo de la ray a en la columna de las decenas ; de 5 
centenas a 8 van 3, que pongo debajo ; de 3 millares 
a 7 van 4, que pongd debajo ; de 2 decenas de miliar 
a 4 van 2, que pongo debajo de su columna corres- 
pondiente ; y tendre que la diferencia entre los dos 
numeros propuestos es 24323. 

Dem. El colocar el sustraendo debajo del minuen- 
do es por comodidad , y el tirar la raya por clari- 
dad ; todas las demas reglas se reducen a que por 
ellas encontramos la diferencia entre las unidades de 
los dos numeros propuestos , la de las decenas , la de 
las centenas , &c., esto es, que hallamos la diferen- 
cia de todas las partes de los numeros dados; y como 
todas estas diferencias las hemos ido colocando las 
imas al lado de las otras en sus lugares correspondien- 
tes , resulta que su conjunto formara (intr. ax. 2. 0 ) 
la diferencia total. L. Q. D. H. y D. 

30 Al ejecutar las restas parciales no se necesi* 

ta repetir si son unidades , decenas , &c. , sino hacer 
siempre la resta como si fuesen unidades sencillas. 
V. g. si quiero restar 47305 de 58639, los 
colocare como aqui se presenta: 5863 9 

Y despues de tirada la raya dire: de 5 47305 

& 9 van 4, que pongo debajo; de o a 3 van 

3 ; de 3 a 6 van 3 ; de 7 a 8 va 1 , y de 4 1 1 3 34 

a 5 va 1; y colocando estas diferencias en 
sus lugares respecdvos , digo que la diferencia total 
es 1 1334. 

31 En la operacion de restar sucede con frecuen- 
cia que algunos guarismos del minuendo sean me- 
nores que los correspondientes del sustraendo. Ea 
este caso sp toma una unidad del guarismo inmediato 
de la izquierda del minuendo , la cual como vale diez 
respecto del guarismo que se considera, se le anadeu 
a este , y de su suma se resta el guarismo del sus- 
traendo ; y cuando se pasa a restar el otro , se consi- 
dera el guarismo del minuendo con una unidad menosj 
pero es mas analogo con el inodo de procecer en las 



58276 

23848 

34428 
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demas 'operaciones , dejar los guarismos del minuen- 
do como lo que sean $ y anadir una' unidad aleorres- 
pondiente del sustraendo.V. g. si quiero hallar la di- 
ferencia entre 58276 y 23848 , lcs co- 
locare como he dicho (29) y aqui se ve: 

Y despues de tirada la raya dire : de 8 
a 6 no puede ser, es decir , que al 8 no le 
faltan ningunas unidades para convertirse 
en 6 , 6 que no puedo quitar 8 al qlie no 
tiene mas de 6 ; por lo mismo tomo una unidad del 
guarismo inmediato 7, que como vale 10 respecto de 
las del 6, las sumo y tengo 1 6; de cuya suma ya pue- 
do restar el 8 diciendo: de 8 a 16 van 8 que pongo 
debajo 3 ahora podria eonsiderar el 7 como 6, porha- 
berle quitado una unidad, y decir de 4 a 6 van 25 
pero es mejor acostumbrarse a anadir dicha unidad ai 
guarismo del sustraendo $ y asi, dire : 4y 1 que lle- 
vo son 5, de 5 a 7 van 2 que coloco debajo ; paso a la 
columnainmediata y digo: de8 a 2 no puede serj to- 
mare una unidad del guarismo inmediato , y hallare 
que de 8 a 12 van 4, que pongo debajo, y llevo 15 
3 y 1 que llevo son 4, de 4 a 8 van 4 que pongo, y 
no llevo nada$ de 2 a 5 van 3 que pongo debajo, y 
resulta la diferencia 34428. 

32 Tambien suele ocurir en esta operacion el que 
el minuendo termine en ceros , 6 que tenga ceros entre 
sus guarismos significativos 5 en cuyo caso se deja el 
minuendo como lo que es, y se anade una unidad al 
guarismo del sustraendo , siemfre que para restar el 
anterior se haya tenido que tomar unidad ausiliar. 
V. g. si de 370480000, quiero restar 35729486, los 
colocare como aqui se ve: 

Y despues de tirada la raya dire: 
de 6 a 10 van 4, y de 10 llevo 15 
8 y 1 son 9 , a 10 va 1 , y de 10 lle- 
vo 1 



370480000 

35729486 



vo 1 



? 1 
llevo 1 



1 y 4 son 5 , a 10 van 5 , y lie- 
y 9 son 10, a 10 va cero, y 



33475 ° 5 I 4 



1 y 2 son 3, a 8 van 5, y no llevo nada; de 
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lie vo i ; i y 3 son 4, a 7 van 3 , y no llevonada ;y 
como del 3 que queda a la izquierda no tengo nada 
que restar, le pongo debaj'o. / 

33 Larazoii de esta practica, contrayendonos al 
primer ejemplo, es que para poder restar el 8 tuve 
que tomar una unidad ausiliar del 7$ dedonde sein* 
fiere que al restar el 4 no se debe considerar al 7 mas 
que como 6; pero si dejo al7 comolo quees, y cuan- 
do voy 4 restar el 4 tengo cuidado de quitarle una 
mas , resulta que cualquier practica es igualmente 
segura , aunque la segunda es preferible. 

Otros ejemplos de sustraccion. 

I.° 2.° 3.° 4 .° 5 .° 

3571042 4268013 I350304 2570842 3204005 
683475 s 8643 5 584258 643576 863957 



28675L7 3061578 0766046 1927206 2340048 

De la multiplication. 

34 La segunda operacion de aumentar es la de 
multiplicar. Esta es el caso particular de la suma en 
que todos los sumandos son iguales 5 y asi, se dice 
que multiplicar es tomar un numero tantas veces como 
unidades tiene otro . La operacion se llama multipli- 
cation 5 el numero que se ha de tomar, se llama mul- 
tiplicand 0 ^ aquel que con. sus unidades espresa las 
veces que se ha de tomar el multiplicando , se lla- 
ma multiplicador ; y lo que resulta de la operacion 
se llama producto j el multiplicando y multiplicador 
juntos, se Hainan factores del producto. 

La operacion de multiplicar se indica escribiendo 
el multiplicando, despues un punto 6 este signo x, 
y luego el multiplicador 5 asi, 4. 5 6 4x5 indica que 
se ha de multiplicar el 4 por el 5 5 y para indicar 
cl resultado se usa tainbien del signo = 5 de manera 
que 4.5=20, 6 4x5=20, espresa que el producto de 
multiplicar 4 por 5 es 20, y se lee: 4 muktiplieado por 
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5 igual 20. Ocurrecon mucha frecuencia el hacer ofi- 
cios de multiplicando o de multiplicador sumas 6 
restas indicadas j en este ca$o se encierran en un pa- 
rentesis de.este modo:.(3-f- l)x( 7 — 2)=z2c$ 
que quiere decir que la suma de 3 con 1 que es 4, 
se debe multiplicar por lo que queda de restar 2 de 
7 que es 5} y por eso hemos puesto el producto 20. 

35 La derinicion de la muitiplicacion manihesta 
que el producto debe ser de la misma especie que 
el multiplicando j y el multiplicador debe ser un nu- 
mero abstracto , que solo dice las veces que se ha de 
tomaro sumar el multiplicando. En algunas cues- 
tiones conviene disting air los factores , mas en el 
producto no induye el que se truequen sus oficios, 
como vamos a manifestar en el siguiente 

36 Teorema, El orden de los factores no altera el 
producto* 

Esplicacion . Si quiero multiplicar 5 por 4, voy 
sl deuiostrar que el producto sera el mismo , ya mul- 
tiplique el 5 por el 4 , 6 ya el 4 por el 5. 

Dem. Pues que la muitiplicacion es una suma 
abreviada tendre que sumando cuatro veces el 5, 
haliare el producto que busco j pero si descompongo 
a cada 5 en las cinco unidades de que consta , debe- 
re sacar el mismo resultado de sumar estas unidades 
que de sumar los cuatro 5 a que equivalen f por lo 
mismo , indicando y ejecutando la operacion coma 
aqui se ve : 

Observo queelconjuntode' 
unidades queestanala.dere- 
cha' de los signos de igualdad, 
equivalen a los cuatro 5 que 
estan en columna; pero estas 
mismas Unidades, sumadas, 
equivalen a los cinco 4 que 
hay debajo de la raya j luego si cuatro 5 equivalen a 
cinco 4 , sera cuatro veces un 5 igual cinco veces un 
4$ y por lo mismo cuatro veces 5 es igual a cinco ve- 
ces 4 6 4x5= 5x4, que era L. O. D. D. 

a T. I. 



5ri*f i + i + i -+• 1 
5-1-H + i + i + t 
5=h-i + h-i + i 
^ri + i + i + i + i 

2 o 4 *+■ 4 -h 4 -t- 4 -t- 4 



ill 



r 
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37 Entendido esto , para poder ejecutar una tnul- 
tiplicacion , es indispensable saber perfectamente los 
productos que resultan de multiplicar entre si los nu- 
meros dijitos, que son los contenidos en la siguiente: 

Tabla de los productos de los numeros dijitos - 



I 


por 


1 es 


1 


2 por 2 


son 4 


3 


por 


3 son 


9 


I 


por 


2.... 


2 


2 por 3. 


... 6 


3 


por 


4 


12 


I 


por 


3.... 


3 


2 por 4. 


... 8 


3 


por 


5 


15 


I 


por 


4.... 


4 


2 por 5. 


... 10 


3 


por 


6 


18 


I 


por 


5 • 


5 


2 por 6. 


... 12 1 


3 


por 


7 


21 


I 


por 


6.... 


6 


2 por 7. 


... 14 


3 


por 


8 


24 


I 


por 


7 — 


7 


2 por 8. 


... 16 


3 


por 


9 


27 


I 


por 


8.... 


8 


2 por 9. 


... 18 










I 


por 


9 ... 


9 














4 


por 


4Son 1 6 


5 por 5 son 2 5 


6 


por 


6 son 


36 


4 


por 


5.... 


20 


5 por 6. 


... 30 


6 


por 


7 


42 


4 


por 


6.... 


24 


5 por 7 - 


35 


6 


por 


8 


4 » 


4 


por 


7.... 


28 


5 por 8., 


... 40 


6 


por 


9 


54 


4 


por 


8.... 


32 


5 P°r 9 - 


... 45 










4 


por 


9.... 


3 6 














7 


por 


7 son 49 


8 por 8 son 64 


9 


por 


9 son 


81 


7 


por 


8.... 


56 


8 por 9. 


... 72 










7 


por 


9.... 


^3 















io por io son ioo 

io por ioo ... iooo 

io por iooo...... ioooo 

io por ioooo iooooo 

io por iooooo... ioooooo 



38 En la multiplication pueden ocurrir tres ca- 
sos: multiplicar un numero dijito por otro dijito , an 
compuesto por un dijito , 6 un dijito por un compuesto j 
y un compuesto por otro compuesto. Para el prime- 
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to basta saber de memoria la tabla anterior $ para el 
segundo resolveremos el siguiente 

39 Problema: Multiplicar un numero compuesto 
por un cUjito. 

Res. Coloquese el dijito debajo de las unidades 
del compuesto , y these una raya por la parte infe- 
rior , multipliquese el guarismo de las unidades del 
multiplicando , que es el compuesto , por el multipli - 
cador que es el dijito : si en este producto hay solo 
unidades , se colocan debajo de las de los factores : 
si contiene solo decenas , se pone o en el lugar de las 
unidades , y se guardan las decenas para anadirlas 
al producto de las decenas de la columna inmediata: 
y si contiene decenas y unidades , se ponen las uni- 
dades debajo de las de los factores , y se guardan 
las decenas para anadirlas al producto de las decenas . 
Despues se multiplican las decenas del multiplicando 
por el misjno multiplicador j d'su producto se ana- 
den las que se llevaban del producto de las unidades , 
y se colocan las decenas que resulten debajo de las 
decenas , guardando las centenas , si las hay , para 
anadirlas al producto de las centenas de la columna 
inmediata. Luego , se multiplican por el mismo multi- 
plicador las centenas del multiplicando , d cuyo pro- 
ducto se anaden las que se llevaban del producto de 
las decenas 5 y ast se continua hasta que no hay a mas 
g uarismos en el multiplicando. Si en el ultimo producto 
hay algunas unidades de especie superior que llevar, 
se colocan d la izquierda 5 y el numero que result a de- 
bajo de la raya es el producto. 

Ejemp. Si quiero multiplicar 453 por 6,06 por 
453, colocare el 6 debajo de las unidades del 453, 
en esta forma: . 7- . ? 

Tiro debajo una raya, y empiezo a 453 
multiplicar diciendo : 3 por 6 son 18, 6 

que son unidades 5 y como en 18 unida- 1 — 

des hay 1 decena y 8 unidades ^ coloeo 2718 
el 8 debajo de las unidades de los facto- 
rs, y gnardo la decena. para, anadirla al producto 
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de las decenas, y digo: 5 por 6 son 30, y 1 quelle** 
vaba son 31 , que son decenas } y como en 31 dece- 
nas hay 3 centenas y 1 decena , coloco el 1 debajo 
de las decenas , y guardo las 3 centenas para ahadir? 
las al producto -de la colmnna siguiente , en que digo: 

4 por 6 son 24, y 3 que llevaba son 27 , que, s.on 
centenas } y como en 27 centenas hay 2 millares y 7 
centenas , coloco las 7 centenas, y guardo los 2 mi? 
Hares para ahadirlos al producto de la colmnna . si? 
guiente } pero como ya no hay mas guarismos en el 
multiplicando , coloco estos 2 millares a la izquierda 
del 7 , y tengo que 453 multiplicado por 6 da 2718 
por producto. 

Dem . La colocacion de los factores es por como- 
didad, y la ray a se tira para claridad. Todas las de- 
mas reglas estan reducidas a multiplicar las unida- 
des , las decenas , centenas , &c., esto es , todas las 
partes del multiplicando por el multiplicador } y como 
todos los productos parciales los heinos ido reunien- 
do en uno solo, resulta que el niimero que esta debajo 
de laraya es el producto de todas las partes de que se 
compone el multiplicando por el multiplicador} luego 
(intr. ax. 3. °) sera el producto total. L. Q. D. H. y D. 

40 Al hallar cada producto no se necesita ir es- 
presando la especie de unidades , de manera que en 
la practica bastanlas palabras del siguiente ejemplo. 
Si quiero multiplicar 7263 por 8 , colocare los nii- 
meros como he dicho y aqui se ve: 

y despues de tirada la raya dire : 3 por 7263 

8 son 24, pongo el 4 y llevo 2} 6 por 8 8 

son 48 , y 2 que llevaba son 50 , pongo . ■■ ■— « 

o y llevo 5} 2 por 8 son 16, y 5 que lle^ 58104 

vaba son 21 3 pongo 1 y llevo 2 } 7 por 8 
son 5 6 y y 2 quellevaba son 5.8, pongo el 8 y llevo 

5 } que como! no hay mas guarismos en el multipli- 
cando , coloco el 5 a la izquierda del 8, y resulta que 
cl producto de 7263 por 8 es 58104. 

41 Ahora observaremos que todo miner 0 multi - 
flicado por la midad ; 6 la unidad mtiltiplicada por 
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tualquier numero , da por producto el mismo numero} 
y que cero multiplicado por cualquier numero, 6 al cou- 
trario > da cero por producto . 

42 Si atendemos al sistema de numeracion, ve- 
remos(t4) que un numero resuita multiplicado por 
10, solo con anadirle im o; se le multiplica por 100, 
con anadirle dos ceros, &c.; y en general, para muU 
tiplicar un niimero por la unidad seguida de ceros, 
se colocardn d la derecha de dicho numero tantos ceros 
como acompanen d la unidad . 

43 De aqui sesigue que la multiplicacion de ua 
Mmero cualquiera por otro de un guarismo signifi- 
cativo y ceros , se reduce a la de por uno dijito; pa- 
ra lo cual se muitiplica el numero compuesto por el 
guarismo significativo , y al producto se le anaden 
tantos ceros como le acompanen . 

En efecto , para multipiicar 537 por 400 , iridi- 
care 1 a operacion de este modo : 5 37x400; 
pero 400 es lo mismo que 4x100 , luego poniendo ea 
vez de 400 este valor , la espresion anterior se con- 
vertira eri 537x4x100; 

pero aqui tengo indicado que el producto de 537 por 
4, que (40) es 2148 , ie debo multipiicar por 100; 
ycomo para multipiicar por 100, basta solo anadir 
dos ceros , resuita que si al 2 1 48 le afiado dos ceros, 
tendre que 214800 es el producto de 537 por 400. 

Otros ejemplos de multiplicacion. 

I. 2. 3- 

5787 95687 8040753 14257839 

8 7 60 5000 



46296 669809 482445180 71289195000 

44 Comprendi do esto , pasemos al tercer caso que 
espiicaremos en el siguiente 

Problema. Multipiicar un numero compuesto por 
otro compuesto . 

Res. Tomese por multiplicador el que tenga me- 
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los guarismos , y pongase debajo del multiplicando, 
que es el otro numero , de modo que se correspondan 
en columna las unidades con las unidades , las de- 
cenas con las decerns , to*c. $ these una ray a 5 mul- 
tipliquese todo el multiplicando por las unidades del 
multiplicador (40), cuyo producto se pondrd debajo 
de la raya de modo que caigan las unidades , de - 
cenas , Uc. debajo de las unidades , decenas , 12 c, de 
los f adores j multipltquese despues todo el multipli- 
cando por las decenas del multiplicador , y coloquese 
este producto debajo del anterior , corriendole un lu- 
gar ,hdcia la izquierda j luego , multipliquese todo el 
multiplicando por el guarismo siguiente del multi- 
plicador , y coloquese este producto debajo del an * 
tecedente , corriendole tambien otro lugar Jidda la 
izquierda 5 y continuese de este modo hasta que. no 
hay a mas guarismos en el multiplicador . Despues se 
tirard debajo de estos productos parciales otra raya-, 
se sumardn todos ellos , y la surna sera el producto 
que se pide. 

Ejemp. Si quiero multiplicar 8237 por 53 6, to- 
mare por multiplicador el 536 y le colocare debajo 



del multiplicando , en esta forma : 

Y despues de tirada la raya, mul- 8237 

tiplicarc el 8237 por 6 , e ire colocan- 53d 

do el producto debajo de la raya co- ■ — 
mo en el caso dicho (40)5 despues paso 49422 
a multiplicar todo el multiplicando 24711 
8237 por el segundo guarismo del 41185 

multiplicador que es el 3, y coloco su — 

producto debajo del anterior, corrien- 4415032 
dole un lugar hacia la izquierda. Paso 



despues a multiplicar todo el multiplicando por el 
tercer guarismo del multiplicador , que es el 5 , y 
coloco su producto debajo del anterior, corriendole un 
lugar hacia la izquierda. Tiro despues una raya, por- 
que ya no hay mas guarismos en el multiplicador; su- 
mo todos estos productos parciales, y tengo en la surna 
4415032 el producto de los dos numeros propuestos. 
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Dem. El tomar por multiplicador el de menos 
guarismos es porque el orden de los factores (36) no 
altera el producto, y de este modo resalta la opera- 
cion con mas sencillez; su colocaciones porcomodi- 
dad, y el tirar la raya por claridad 5 todas las demas 
reglas estan reducidas a multiplicar todo el multipli* 
cando por las unidades del multiplicador 5 despues 
todo el multiplicando por las decenas del multiplica- 
dor, y hemos de colocar este producto debajo delgua- 
rismo de las decenas del anterior , porque de multi- 
plicar por decenas (42) debe resultar al fin un cero, 
y los guarismos significativos deben empezar desde las 
decenas en adelante, y por consiguiente se deben co- 
locar debajo de las decenas del primer producto par- 
cial, para poder ejecutar despues la suma; despues he- 
mos multiplicado por las centenas, y asi sucesivamente, 
-hasta haber multiplicado todo el multiplicando por to- 
dos los guarismos 6 partes del multiplicador $ pero 
todos estos productos los hemos sumado y reunido en 
un solo numero, que es el que sale debajo de la rayaj 
luego (intr. ax. 3. 0 ) este numero que contiene la suma 
de los productos del multiplicando por todas las partes 
del multiplicador, contendra el producto de todo el 
multiplicando por todo el multiplicador.L.Q.D.H. y D. 

Ejemplos de multiplication. 



i.° 

78546 

3254 



314184 
392730 
1 57092 
235638 



255588684 



85368 
6 47 



597576 

341472 

512208 



55233096 



3 -° 

947586 

4798 

7580668 

8528274 

6633102 

3790344 

4546517628 



4. 0 El producto de 69 572 5 por 8563 es 5957493175. 
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5. 0 El producto de 85326 por 475 es 40529850. 
6.° Y el de 357964 por 4867 es 1742210788. 

45 La operation de multiplicar se abrevia cuantfo 
imo 6 ambos factores terminan en ceros , lo que se Con- 
sigue multiplicando solo Ids gtiarismos significativos^ 
y anadiendo al producto tantos ceros como hay al fin 
en ambos factores juntos.' 1 

En efecto , si tengo que- multiplicar 6300 por 56, 
sera en virtud de lo espnesto (§ 43) 

6300x56=63x100x56= (§36) 63x56x100. 
Luego si multiplico el 63' por 56, y al producto 
Ie anado dos ceros (42), tendre en 352800 el produc- 
to de estos tres factores, 6 el'de ios dos primitives. 

Del mismo modq si fuese 633000 por 2500, ten- 
dria 633000x2500=633x1006x25x100= 
633x25x1000x100=1582500000. 

Tambiense abrevia esta operacion cuayido Ids ce- 
ros se kalian entre los guarismos significativos del 
multiplica dor 5 en cuyo caso se multvplic'd el multi- 
plicando por los guarismos significativos del multi- 
plicador , hasta llegar a los ceros 5 en llegando’d estos 
no se multiplica por ellos , y se pasa d multiplicar por 
los demas guarismos significativos 5 pero teniendo cui - 
dado de correr el primer producto lidcia la izquierda 
tantos lugares mas uno , cuantos ceros hay 5 es de- 
cir 5 que si hay un cero se debe correr el primer 
producto dos lugares; si dos ceros, tres lugares, &c. 
a la izquierda. V. g. si m viese q ue multi plicar 847 5 36 
por 400306, coiocaria los. factores de esta manera: 
Multiplies ria todo el multi- 
plicando por 6 ; lo que me da el 847536 

producto parcial 50852 16; como 400307 

despucs del 6 hay un cero en el - ■ ■■ . ■ 

muldplicador , paso a multipli- 5085216 

car por el primer guarismo sig- 2542608 
nilicauvo que encuentro, que es 3390144 

el 3, y coloco este producto de r 

mode que su primer guarismo 339273746016 
caiga debajo del 2 del producto 
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ahtecedente ,'esto es , corriendole 'dos Iugares hicia 
la izquierda.; Coma despues vuelvo a /encontrar. ce- 
ros , paso a multiplicar por el guarismo significative* 
quef hay 'despues de eilos , que es el 45 coloco el pro- 
ducto tres. lugares mas haciada izquierda respecto 
del anteeedente , porque aqui hay dos.ceros $ sumo 
despues estos productos , y saco que 8475.36. multi- 
•plicado por 400306 da 339273746016 por producto, 
46 Las cuestiones que conducen a la operacion 
de multiplicar , se presentan bajo tres aspectosdife- 
rentes, que se llaman usos de esta operacion : i.° cuanr 
do se quiere kacer d un-numero cierto numero de veces 
mayor j 2. 0 cuando conocido el valor de unaumdad, 
se quiere averiguarel demuchasj y 3. 0 cuando se quieren 
reducir tmidades de e specie wiper ior d unidad?s'fle es - 
pecie inferior . 

Para el ‘primer caso se~mult.iplica ek. numero dado 
por aquel que espresa con sus unidades las veces que 
se le -quiere hacer mayor . -V. g.- si al 754 -le -qu-iero 
hacer 58 veoes mayor , multi plicare ei'754 por 58, 
y tendre que el producto 43732 es un numero 38 ve- 
ces mayor que -el 7 54. - — --- 

Para- el segundo , se multiplica el valor de la uni- 
dad por el numero de ellas. V. g. si quiero averiguar 
lo que valen 372580 varas de paho a 60 reales la va- 
ra , multiplicare el mimero de varas por el valor de 
una de ellas , que es 60 reales , y hallare que valen 
22354800 reales. Porque , por cada unidad que ha- 
ya, se debe tomar una vez su valor 5 luego se debera 
tomar tantas veces el valor de una como unidades 
hay. Asi mismo , 457 arrobas de aceite a 96 reales va- 
len 43872 reales 5 y 3574 fanegas de trigo a 85 rea- 
les valen 303790 reales. 

Para el tercer caso se multiplica el numero de 
unidades de especie superior, por aquel numero que 
(;on sus unidades espresa las unidades de especie infe- 
rior de que se compone la mayor. 

l - er ejemp. Quiero saber ,cuantos pies tienen 7 
varas 5 como la vara es la unidad de especie superior. 
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y se compone de 3 pies , multiplicare el numero 7 de 
varas por 3 , y tendre en el producto 21 los pies que 
hay en 7 varas. 

2. 0 Quiero averiguar cuantos maravedises hay en 
79 doblones $ para esto. multiplicare el 79 por los ma- 
ravedises que tiene un doblon , que son 2040 , y sa- 
care 161 160 maravedises 5 pero es mascomodo redu- 
cirlos primero a pesos , luego a reales y despues a 
maravedises. Asi, en el ejemplo propuesto vere pri- 
mero cuantos pesos hay en los 79 doblones $ despues 
los pesos que saque, vere los reales que componen; 
y luego este numero de reales vere los maravedises 
que' tienen , como se ve en (A). 



(A) 


(B) 


(C) 


79 dob.* 
4 


75893 varas 
3 


4367 quint.* 
4 


316 pesos 
15 


227679 pies 
12 


17468 arrob.t 
25 


1586 

316 


455358 

227679 


87340 

34936 


4740 real .* 
34 


2732148 pulg.* 
12 


436700 libras 
1 6 


1896 

1422 


5464296 

2732x48 


26202 

4367 


161160 mar.* 


32785776 lineas 


6987200 onztfs 



Los dos ejemplos (B), (C), manifiestan : el (B) el 
modo de reducir 75893 varas a lineas ; y el (C) el 
modo de reducir 4367 quintales a onzas. 
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De la division . 

47 Pasemosalasegundaoperaciondedisminuir, 
que es cuando se ha de restar el sustraendo del mi- 

• nueado todas las veces que se pueda ; y como se po- 
dra quitar tantas veces como este contenido , se dice 
que dividir es averiguar cudntas veces un numero 
contiene d otro. La operacion se llama division ; el 
numero que ha de contener , se llama dividendo ; el 
que ha de estar contenido, se llama divisor j y lo que 
resulta cociente j el dividendo y divisor juntos, se Ha- 
inan terminos de la division 6 del cociente. 

48 Como dividir es averiguar las veces que el 
divisor esta contenido en el dividendo, se inhere 
que multiplicando el divisor por el cociente ha de 
resultar el dividendo ; luego en la division el nu- 
mero que mult iplic ado por el divisor no de el divi- 
dendo no puede ser el cociente. 

Para indicar que un numero se ha de dividir por 
otro , se pone el dividendo , debajo una raya , y lue- 
go el divisor ; 6 se pone el dividendo , despues dos 
puntos, y luego el divisor; asl, 15:5, indica 
la division de 1 5 por 5 , y se lee : 15 dividido por 5; 
y para indicar el resultado usaremos del signo 
de manera que ^1=3, 6 15:5=3, se lee: 15 divi- 
dido por 5 igual 3. 

49 Tres casos pueden ocurrir en la division, a 
saber : dividir un numero dijito por otro dijito ; di- 
vidir un compuesto por un dijito ; y dividir un com - 
puesto por otro compuesto . 

Para dividir un numero dijito por otro dijito, y 
aun uno compuesto solo de dos guarismos por uno 
dijito que sea mayor que el guarismo de especie su- 
perior del compuesto , no hay mas que saber la tabla 
de la muldplicacion (37); pues en este caso en ave- 
riguando el numero por que se ha de multiplicar el 
divisor para que de el dividendo (6 el producto in- 
tuediatamente menor), este sera el cociente. 
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u* ejemp. Quiero saber cuantas veces el 6 con- 
tiene al 2 , 6 cuanto es 6 dividido por 2 j y como 
haciendo varias tentativas encuentro que el 2 se ha 
de maltiplicar por 3 para producir 6, digo que 3 es 
el cQeiente^ ' . 

2. 0 Si quisiera dividir 1 1 por 4 , veria que des-* 
pues de dar al cociente 2, me sobran 3 ; estas 3 uni^ 
dades que sobran je.ponen al lado del cociente-ha- 
Uado , debajo se tira una raya^y debajo se pone el 
divisor , en esta forma, 2| r y selee: dosytres cuartosi 
Para leer todas estas espresiones , se lee el nume- 
ro que estd. encimd de la raya con los nombres nu- 
merates absolutos , y el que estd debajo con los nu* 
merales partitivos y si no llega a 10 :6 con los ab- 
solutos si llega .6 pas a de 10 ^ anadiendo despues la 
particula avos. Asx , la espresion 3^ se lee: tres y 
fiueve diez y siete avos. 

50 2. 0 caso. Prdb ..Dividir un numero compuesto 

por un dijit 0 . 

Res/ C oloquese el divisor a la derecha del divi- 
dendo y de modo que se correspondan> en un niismo 
renglonj tlrese entre los dos una raya de arriba aba? 
jo , y otr a debajo del divisor. Hecliu esto , tomese el 
g uarismo de especie superior del dividendo , vecise 
cudntas veces estd contenido en 61 el divisor , y se 
pone este . cociente, debajo de la raya del divisor \ si 
el primer guarismo del dividendo es menor que' eVdi* 
visor y se toina otro guarismo mas del dividendo , y 
para que se sepa los que se han tornado , se pone and 
coma^y se .ve cudntas veces en aquel numero de dos 
guarismos se contiene el divisor , conforme se hd di ? 
eho (49) > poniendo por cociente lo que resulte. Dcs - 
pues se multiplica este cociente por el divisor , y se 
coloca el producto . debajo del guarismo 6 dos guaris - 
mos que se separaron en el dividendo $ se tira debajo 
una raya , y se resta este producto del guarismo 6 
guarismos separados . Al lado de esta resta , 6 al 
lado de o si no quedo ninguna , se baja el guarismo 
siguiente del dividendo , y se ve cudntas veces en da 
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r est'a c junta?nente con el. guarismo que se bajo , esta 
contenido el divisor , y el numero . que resulte se pone 
en el cociente d la derecHa del guarismo hallado an- 
tes y se multiplica este segundo cociente por el divi- 
sor, se coloca si producto debajo del segundo divi- 
dendo parcial se tira una ray a , y se rest a. Al la- 
do de la resta se baja, el siguiente guarismo , y ast 
se continua.hasta que no hay a en el dividendo mas 
guarismos que bajar , apuntando con una coma el 
que se baja para no equivocarse. Si al fin queda ves- 
ta , se pone como se ha dicho (49) , y el numero que 
result a debajo de la ray a es el cociente . 

Ejemp. Si quiero dividir 924 por 7, pondr£ el di- 
visor a la derecha del dividendo , separandolos con 
una raya tirada de arriba abajo , y tirare otra debajo 
del divisor en esta forma: 

Separo con la coma el guaris- 9,2,4 7 

mo 9 de la izquierda del dividen- 7 

do , y digo ; el 7 en 9 cuantas ve- 132 

ces esta contenido? veo que una 2 2 
vez, por lo que pongo 1 debajo de 21 

la raya del divisor j multiplico — 

este primer cociente parcial 1 por 014 
el divisor 7 , diciendo : 1 por 7 14 

es 7 , que pongo debajo del divi- — ■ ■ ■ - 
dendo parcial 9 j tiro una raya y 00 
resto 7 de 9. Al lado de la resta 

2 bajo el guarismo siguiente 2 del dividendo, Ie apun- 
to arriba y digo .vel 7 en 22 cuantas veces esta con- 
tenido ? hallo que son 3 , y pongo este segundo co- 
ciente parcial a la derecha del primero,le multipli- 
co por el divisor 7 , su producto 21 le pongo debajo 
del segundo dividendo parcial 22 , y resto. Bajo al 
lado de la resta 1 el guarismo siguiente 4, y digo: 
7 en 14 cuantas veces esta contenido ? veo que son 2, 
pongo este guarismo en el cociente a la derecha del 

3 , y le multiplico por el divisor 7 j pongo su pro- 
ducto 14 debajo del tercer dividendo parcial, y le 
resto de el $ y como no hay mas guarismos que bajar 
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ni queda ^esta , resulta que el cociente de dividir 

9 24 por 7 es 132. 

Dem. La colocacion de los dos terminos es por 
comodidad, y las rayas se tiran para claridad} ahora, 
para hacer ver la exactitud de lo demas de la regia, 
nos contraeremos al ejetnplo anterior, donde observa- 
mos que hemos dividido primeramente 9 centenas 
por 7 , 6 hemos visto 9 centenas entre 7 a como les 
toca , y hemos hallado que es a 1 j perocomo el 9 es- 
presa centenas , este cociente es 1 centena , y por lo 
mismo despues del 1 debe haber en el cociente otros 
dos guarismos j en 9 centenas, no solo habia lo nece- 
sario para que tocase a 1 centena, sino que habia al- 
go mas, y por esto hemos multiplicado el cociente 
por el divisor, y le hemos restado de lo que nos ser* 
via de dividendo $ a su lado hemos bajado el guaris- 
mo inmediato 2 , y vemos que estas 22 son decenas, 
y hemos continuado diciendo: el 7 en 22 cuantas ve- 
ces esta contenido? 6 22 decenas entre 7 a como les 
toca? hemos hallado que es a 3 , que las coloco a la 
derecha del 1 que habia de espresar centenas} ahora, 
para ver si despues de tocarles a 3 decenas quedan 
aun algunas decenas , se multiplica este segundoco- 
ciente por el divisor, y se resta del seg undo dividen- 
do parcial 22 } la resta 1 que resulta espresa una de- 
cena, que junta con las 4 unidades que se bajan, son 
14 unidades } que entre 7 les toca a 2, que pongo a 
la derecha del 3 que espresaba decenas } y como he 
visto cuanto cabe el divisor en todas las partes del 
dividendo, y tengo reunidos en un solo numero to- 
dos loscocientes parciales, resulta (intr. ax. 3. 0 ) que 
este es el cociente total. L. Q. D. H. y D. 

5 1 Al ejecutar esta operacion se debe tener pre- 
sente : i.° que no se puede poner de una vez en el 
cociente nada mas que 9} porque si se pudiera po- 
ner a mas, lo menos seria a 10, y la decena no cor- 
responderia al cociente parcial que se hallase , sino 
al anterior, lo quedaria a conocer que el anterior 
era menor de lo que debia. 
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2.° Que cuando se baja un guarismo y en el , jun- 
to con la vesta si la hay , no cabe el divisor , se debe. 
poner o en el cociente , y se baja al instante el otro 
guarismo . 

3. 0 Que todo miner 0 cabe en si mismo una vez y 
6 lo que es lo mismo , que si se tiene que dividir un 
numero p or si mismo , el cociente es 1 . 

4. 0 " Que todo numero dividxdo p or la unidad da 
por cociente el mismo numero . 

Y 5. 0 que o dividido por cualquier numero siem- 
pre da o por cociente . Todo lo cuai se ve practicado 
en los siguiente ejemplos. 



1 . 



72,0,8,4,7 

72 

00 o 8 
8 

047 

40 

07 



8 



9°io5| 



2: 

45,9,°?9,4 

45 

00 9 
9 

009 

9 



5ioio| 



04 



52 Cuando se ha adquirido ya cierta destreza, 
se ejecuta la operaeion con mucha brevedad , toman- 
do del divideudo la parte que diga el divisor. V. g. 
si quiero dividir 45685 por 7, dire : la 7 . a parte de 
4, guarismo de especie superior, no puede ser; la 7.* 
parte de 45 es 6 (que sera el primer guarismo del 
cociente), y quedan 35 que juntas con el guarismo 
siguiente 6 son 36, y dire : la 7. 51 parte de 36 es 5, 
que pongo al lado del 6 , y queda 1 , que junta con 
el 8 vale 18 5 la parte de 18 es 2 , y quedan 4, 
que juntas con el guarismo siguiente 5 componen 455 
la 7« a parte de 45 es 6 , que pongo al lado del 2 , y 
quedan 3 por resta; por lo que intiero que el cocien- 
te es 6526-I. N 
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53 3 » er caso^ Prob. Dividir un numero eompues* 
to por otro compuesto. 

Res. C oloquese el divisor a la derecha del divi - 
dendo separdndolos con una ray a, y poniendo otra 
debajo del, divisor segun sc ha clicho en el caso an- 
terior $ despues se sepamn con una coma d la iz- 
quierda del dividendo tantos . . guarismos. como tiene 
el divisor , 6 un guarismo mas si en estos no cube, el 
divisor. Separados ya estos guarismos , se ve cuantas 
veces el primer gyprismo de la izquierda del divisor 
estd contenido' en el primero del dividendo (6 en los 
dos primeros si se tomo para el primer dividendo un 
guarismo mas de los que tenia el divisor), y el nu - 
mero de veces que estd contenido se pone en el cocien - 
te j se multiplica este Cociente por todo el divisor , y 
el -producto se coloca debajo- del dividendo parcial } 
se tira una ray a y se resta de el. Al lado de la res- 
ta se baja el guarismo siguiente (apuntandole con la 
coma en el dividendo) , y se ve cuantas veces el pri- 
mer guarismo del divisor estd contenido en el prime- 
ro (si tiene tantos el uno como el otro) 6 dos prime- 
ros del dividendo (si tuviese este uno mas que el di- 
visor) j se pone este guarismo en el cociente d la de- 
recha del primer cociente parcial , se multiplica por 
todo el divisor , se tira la raya y se resta. Al lado de 
la resta se baja el guarismo siguiente , y asi se prece- 
de hasta que no haya mas guarismos que bajar 7 y si 
al fin queda alguna resta se pone d la derecha del 
cociente con una raya y el divisor debajo . 

i.er ejem . Si quiero dividir 966 por 42, colocare 
el divisor 42 a la derecha del dividendo 966 , sepa- 
randolos con una raya en esta forma; 

Y despues de haber tirado otra de- 
bajo del divisor, separo a la izquierda 
del dividendo dos guarismos , y veo 
cuantas veces esta contenido en el pri- 
mero que es 9 el primero del divisor 
que es 4 j hallo que son 2 veces , y 
pongo el guarismo 2 en el cociente, oo o 




42 



23 
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ahora multiplied este cociente 2 por todo el divisor 
42 , y coloco el producto 84 debajo del dividendo 
parcial 96 , tiro la raya y res to. Al lado de la resta 
12 bajo el guarismo siguiente 65 y corao ahora ten- 
go por segundo dividendo un numero que tiene un 
guarismo mas que el divisor, averiguare cuantas ve- 
ces en los dos primeros de este dividendo esta con- 
tenido el primero del divisor $ y asi, dire : el 4 en 12 
cuantas veces esta contenido* veo que son 3, pongo 
3 en cl cociente a la derecha del 2 , multiplico todo 
el divisor por este 3, y coloco el producto 126 debajo 
del dividendo parcial 126 , tiro una raya y resto 5 y 
cotno no hay mas guarismos que bajar, niqueda resta, 
digo que el cociente de dividir 966 por 42 es 23. 

2. 0 ejemp. Si quiero averiguar cuantas veces cabe 
cl 812 en 442635 , colocare los numeros como aqui 
se presenta ; 

Y despues de tiradas las 
rayas , separare cuatro gua- 
rismos en el dividendo , por 
no ser suficientes los tres 
primeros para contener al 
divisor , y dire ; 44 entre 8 
les toca a 5, que pongo en el 
cociente 5 multiplico el 812 
por 5 , coloco el producto 
4060 debajo del dividendo 
parcial 4426, tiro una raya 
y resto. Al lado de la resta 366 bajo el 3 5 hallo que 
cl 8 esta contenido 4 veces en 36 , y pongo 4 en el 
cociente , multiplico el 8 1 2 por 4 , coloco el producto 
3248 debajo del dividendo parcial 3663 7 tiro una 
raya y resto. Al lado de la resta 41 5 bajo el 5 , veo 
que el 8 esta contenido 5 veces en 41 , pongo 5 en 
el cociente , multiplico el 812 por 5 , coloeo el pro- 
ducto debajo del dividendo parcial , tiro la raya y 
resto ; y cotno no hay mas guarismos que bajar, co- 
loco la resta 95 como he dicho (45) y tengo que de 
dividir 442635 por 812 resulta 545^/5 

l T. L 



442^3*S> 

4060 

0366 3 
324 8 

° 4 t 5 5 
40 6 o 



812 



545ti2 



00 9 5 
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Bern. La colocation de los terminos y las rayas, 
se hace por cotnodidad y claridad (50). Despues to- 
mamos a la izquierda del dividendo tantos guarismos 
como ss necesitan para que este conteqido el divisor, 
y haliamos , contrayendonos al primer ejcmplo , que 
se necesitan dos guarismos , y que en ellos esta con- 
tcnido cl divisor 2 veces * 6 que 96 entre 42, que es 
el divisor, les toca a 2 ; pero como el 96 espresaba 
deccnas , rcsulta que estas dos seran decenas. Hago 
la multiplication y resta , para saber si ademas de 
tocarles a 2 decenas queda aun algo que repartir, 
como sucede en efecto, pues quedan 12 que son de- 
cenas j y bajando el guarismo 6 de las unidades , he 
visto cuantas veces cabe el 42 en,i 2<5 , y hallo 3, 
que como son unidades las coloco a la derecha del 2 
que espresaba decenas. Hago la multiplication y res- 
ta para ver si quedan aun algunas unidades por re- 
partir, y veo que no 5 y como todos los cocientes que 
han salido de dividir todas las partes del dividendo 
por el divisor , los tengo reunidos en un solo mimero, 
resulta (intr. ax. 3. 0 ) que este es el cociente total 
L. Q. D. H. y D. 

54 Suele suceder que el cociente partial sacado por 
la regia (53) es mayor de lo que corresponde , por no 
estar contenido todo el divisor en todo el dividendo 
parcial tantas veces como el primer guarismo del 
divisor esta en el primero 6 dos primeros del divi- 
dendo. Esta circunstancia (que arredra a los princi- 
piantes , y orijina toda la dificultad de la division) 
desaparece al instante , si se atiende a lo dicho (48); 
pues si el producto que resulte de multiplicar el di- 
visor por el cociente puesto, fuese mayor que el di- 
videndo , estd reducido d borrar dicho 'producto y 
cociente , y poner en este unci unidad menos 5 se pro - 
cede d la multiplicacion , y si el producto es todavio 
mayor que el dividendo , se vuelve d borrar , y se 
quit a otra unidad al cociente ; y asi se continua has- 
ta que encontrando un producto igual 6 menor que d 
dividendo se ejecuta Id resta j y siempre que la res* 




aritmItica. 35 

fa sea menor que el divisor , el cociente serA el ver- 
dadero. Si la resta fuesc igual 6 mayor que el divi- 
sor, se irdn anadiendo unidades al cociente , hastct 
que venga A quedar una resta menor que el divisor . 
De donde se inhere , que teniendo un poco de pa- 
ciencia para hacer dos 6 tres operaeiones que com- 
prueben el verdadero cociente , y ejecutando muchos 
ejemplos, llegaran a ponersetan diestros que no ten- 
dran luego que hacer ningun tanteo. Por lo mismo 
se ponen aqui estos dos ejemplos. i.° Si quiero divi- 
dir 575726 por 493 , los colocare como se ve en (A). 



(A) 



575 , 7 > 2 ><>> 


493 


493 







i» 


082 7 


10 


966 


? 


49 3 


£9 




8 


33 4 3 
89^4 


rj 3 9 S 
! 493 


84 5* 




29 5 8 




03 8 4 6 




448? 
8 9 44 
3 4 5 i 





(B) 

37963,1,0,4, 6879 

4**?4 

34395 6 

■ 5 >* 

03568 I 19 

3439 5 



0128 6 o 

*07 5# 

6a 7 9 



59814 
6 * 9 t * 
55032 



04 7 8 2 



0 3 9 $ 



Separo tres guarismos en el dividendo y digo : 5 
entre 4 a 1 que pongo en el cociente 5 multiplieo y 
resto. Al lado de la resta 82 bajo elguarismo siguien- 
te 7 del dividendo, y digo : 8 entre 4 a 2, que pongo 
en el cociente y multiplier 5 y como el producto 986 
es mayor que el dividendo parcial 827, iiirlero que 
el cociente 2 es mayor de lo que debe serj borro, 
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pues , cl 98 6 y tambien el 2 , y pongo a 1 en el eo*» 
ciente ; multipiico y resto (porque el producto 493 
es menor que el dividendo). Al lado de la resta 334 
bajo el guarismo siguiente 2, y digo: 33 entre 4 a 
8 , que pongo en el cociente , y multipiico ; y como 
el producto 3944 es mayor que el dividendo 3342, 
le borro y tambien el 8 5 pongo a 7 ; y como el pro- 
ducto 345 1 es aun mayor que el dividendo, los borro 
y pongo k 6 5 multipiico el divisor por este cociente 
6, y como su producto 2958 es menor que el divi- 
dendo, tiro la raya f resto. Al lado de la resta 384 
bajo el 6, y digo: 38 entre 4 a 95 y como el pro- 
ducto del divisor por 9 es mayor que el dividendo, 
los borro y pongo a 8 ; multipiico y sale tambien un 
producto mayor; le borro y pongo a 7 ; multipiico y 
resto, lo que da la resta 39 5 ; y reuniendo ahora todos 
los cocientes tendre el verdadero y total en 1 i67|§|. 

2: 0 Si quiero dividir 37963104 por 6879, ejecu- 
tare la operacion como se ve en (B), y saco el co- 
ciente 5 

5 5 Entendido el modo de hallar el verdadero co- 
ciente , se puede ahorrar todo este trabajo , practi- 
catdo estas dos reglas: i. a cuando el segundo gua- 
rismo del divisor sea 869, se consider ard el pri- 
mero (al tiempo de buscar cada cociente) ccwjo con 
una uni dad mas, 

2. a Vease si en la resta que queda de dividir el 
primer 0 6 dos primeros guarismos del dividendo por 
el primero del divisor , junta con el guarismo siguien- 
te del dividendo , cube el segundo del divisor el mis- 
mo numero de veces que el primero en el primero 6 
dos primeros del dividendo ; y si cube se podrd ase- 
gurar que el cociente hallado es el verdadero ; si no 
cube , no lo sera . 

Esc, Los principiantes debenaplicar la i. a regia 
a los ejemplos anteriores, considerando en el primero 
(siempre que vayan a sacar el cociente) el 4 como 
sifuera 5: y en el segundo el 6 como si fuera 7, y 
veran que no escriben mas guarismos que los nece- 
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sarios para encontrar el verdadero cociente. Ademas 
debea resolver 16 s siguientes ejemplos. 

Siquiero dividir 185975 por 395, lo$ colocare 
como aqui se ve: 

Separo cuatro guarismos, 185 9,7, 5 . 395 

y en vez de decir 18 entre 1580 



3, dire: 18 entre 4 a 4, que 



4& 

7®IH 



pongo en el cociente ; mul- 02797 
tiplico todo el divisor por *37* 

este 4, coloco el producto — 

debajo del dividendo, tiro Q&kf 
una raya y resto. Allado de 276 5 

la resta 279 bajo el guaris- 

mo siguiente. 7 , y digo: 27 $>03 2 $ 

entre 4 a 6, que pongo en 

cl cociente $ muitiplico y resto 5 y como la resta 427 
es mayor que el divisor , infiero que el cociente de- 
be ser mayor de lo que le he puesto; por lo cual le 
borro , y borro tambien la resta y producto ; pongo 
& 7, muitiplico y resto. A 1 lado de la resta 32 bajo 
cl guarismo siguiente 5 , y por ser el dividendo me- 
nor que el divisor pongo o en el cociente; y como 
no hay mas guarismos que bajar, pongo la resta 325 
al lado del cociente , con la raya y el divisor deba- 
jo, y resulta por cociente 47o|||. 

Si quiero dividir 2285473 por 3 5 2 ( 5 , loscoloca^ 
re como aqui se ve: 



3526 






Separo cinco guaris^ 22854,7,3, 
mosydigo: 22 entre 3 21156 

a 7, y queda una, que * 

junta con el 8 vale 18; 016987 

y como 18 entre 5 (se- 14104 
gundo guarismo del di- - - 

visor) no les cabe a 7, 288 3 3 

infiero que no puedo po- 282 o 8 

ner 7 en el cociente; veo — — 
que 22 entre 3 dandoles ,006 2 5 
a 6 sobran 4, que juntas 

•con el 8 valen 48 ; y como 48 contiene al 5 mas de 
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seis veces, digo que 6 es elcociente ; Iepongo , mul- 
tiplico y resto. A 1 lado de la resta 1698 bajo el 7* 
y continuando el mismo raciocinio evito los tanteos, 
y saco el cociente 648-^^. 

5 6 La operation de dividir se puede abreviar 
siempre , haciendo la resta al mismo tiernpo que la 
multiplication del divisor por el cociente partial . 
V. g. si quiero dividir 57327 por 46, los colocare 
como he dicho (53) y aqui se ve: 

Separaredosguarismosen 575352,7, 4 6 

cl dividendo , y dire : 4 en 5 1 1 3 

cabe una vez , y pongo 1 en 02 1 2 
el cociente , multiplico ahora 0287 
el divisor 46 por elcociente 1, o 1 1 
y en vez de colocar este prc- 
ducto debajo del dividendo parcial 57, para restar 
despues, voy ejecutando la resta al mismo tiempo 
que forrno el producto enesta forma: 6 por 1 es 6 , 
ele 6 a 7 va 1 , que pongo debajo del 7 , y continuo. 
1 por 4 es 4, de 4 a 5 va r, que pongo debajo del 5: 
Al lado de la resta 11 bajo el guarisino siguiente 3, 
y digo : 4 en 1 1 esta contenido 2 veces, pongo 2 en 
el cociente , multiplico y resto diciendo ; 2 por 6 son 
12, de 12 a 1 3 va 1 , y de 13 llevo 1 5 2 por 4 son 
8 , y 1 que llevo son 9 de 9 a 1 1 van 2 , y de n 
llevo 1 5 de 11 nova nada, y pongo o debajo del 
liltimo 1. Al lado de la resta 21 bajo el guarismo 
siguiente 2, y digo: 4 en 21 a 35 pero como solo 
sobra 1 unidad,yeri eila junto con el guarismo 
siguiente. 2 , no esta contenido 5 veces el segundo 
guarismo del divisor 6, pondre solo £ 45 mul- 
tiplico y resto diciendo : 4 por 6 son 24, de 24 a 32 
van 8 , y de 32 llevo 3 5 4 por 4 son 16, y 3 son 19, 
de 19 a 21 van 2, y de 21 llevo 2, a 2 no va nada. 
Al lado de la resta 28 bajo el guarismo siguiente 7, 
y digo: 4 en 28 esta 7 veces ; pero como no sobra 
nada pondre solo a 6; hare la multiplication y res- 
ta, diciendo: 6 por 6 son 36 , tie 36 a 37 va 1 , y 
de 37 llevo 3 3 6 por 4 son 24, y 3 que llevaba son 
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27, de 27 a 28 va 1, y de 28 llevo 2 ; de 2 a 2. 
no va nada 3 y pongo o debajo del 2 ; y como .no hay, 
mas guarisuios que bajar, pongo la resta 1 1 como he 
dicho (46), y tcngo el cociente 124 

Ejc. Si ai ejecutar esta operation no se pudiese 
hacer la ultima resta , es serial de que el cociente es 
mayor de lo que corresponde j y si despues de hecha 
la resta, resulta esta igual 6 mayor que el divisor es 
serial de que se ha puesto de menos al cociente 3 y en es- 
tos casos se hara la correccion necesaria. 

He aqui mas ejemplos para ejercitarse. 



i.° 



2 .° 



8450,3,1,7? 

0476 3 
077 6 1 

'37 7 47 

01864 



298? 

3H9 lilt 



98540,^,7,8, 

43759 6 
05412 97 
0482 6 8 8 
044 4 4 o 



x 798 1114 ! 



57 Ademas se abrevia la division cuando ambos 
terminos 6 solo el divisor terminan en ceros. En el 
1 .*r caso se borran en los dos 3 tantos ceros como hay 
en el que tiene menos , y se haze la division con lo 
demas que queda . Y en el 2. 0 se separan d la derecha 
del dividendo tantos guarismos , cojwo ceros hay al 
fin del divisor 3 se hace la division de lo que queda d 
la izquierdaj al lado de la resta 3 si queda 3 sebaja 
todo lo separado , y se tiene la resta total , la que se 
pondrd encima de una raya y todo el divisor debajo „ 
$8 Los usos de la division son seis: i.° cuando 
claramente se dice que se quiere buscar las veces que „ 
tin numero esta contenido en otroy 2. 0 cuando hay que 
repartir entre varias personas cierto numero de cosas j 
3,° cuando se quiere dividir un numero en partes 
iguales , 6 tomar una parte de un numero 3 como mi- 
■ tad , terciOy T&c. 4. 0 cdando conociendo el valor de 
imchas unidades 3 se quiere averiguar el de unaj 5. 0 
cuando se quieren reducir unidades de especie infe- 
rior d unidades de especie superior j y 6 .° cuando se 
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quieren hollar todos los numeros que dividen exacta - 
merit e d otro dado . 

En el primer case se divide el mayor por el me-, 
nor por el meiodo espuesto. (56). 

En el 2 »° se divide en abstract 0 el numero de las 
cosas por el de las personas . V. g.Un padre al mo-i 
rir ha dejado 8 hijos, y en hacienda, alajas, casas,. 
&e. 7465235 realesj dividiendo ql numero 7.4$. 5.23.5: 
por el de los hijos que es 8, el cociente 9331 54I e$- 
presara los reaies que corresponden a cada uno. 

En el 3. 0 se divide el numero dado por el. que es- 
presa las partes en que se ha de dividir , 6 /a parte 
que se quieretomar. V. g. si quiero divide en 7 partes 
iguales.el numero 1673, dividire 1673 por 7, y en el 
cociente 239 tendfe el valor de una de estas partes/ 

En el 4. 0 caso, se divide el valor de dichas uni - 
por el numero de ell as , j e/ cociente sera el 
valor de una. V. g, sabiendo que 35 vara's de pano 
han Costado 1505 reales 5 para averiguar ; a cdmo'ha 
costado' la vara , dividire el' valor de todas las var-as, 
que es 1505 reales, por el numero.de eJJas 35 , y el 
cociente 43 sera el valor de cada vara, de paho. 

En el 5.° caso, l ye divide el numero de unidades 
de especie inferior por el numero que espresa las ve- 
ces que la unidad de especie inferior, cube en la de 
especie superior. Y.g. si quiero reducir 9245 mara- 
vedises a reales dividire los 9245 maravedises por 34, 
que son los maravedises que tiene un real , y el co- 
eiente 27i|^seran los reales que component peroen 
estos cases no se pone la resta como antes (49), si no 
que se deja conservandole el nombre qije tenia el di ? 
videndo de que pro vino j de modo que en vez de de- 
cir 271 reales y treinta y un treinta y cuatro avos 
de real , se dice 271 re ales y 31 maravedises. 

Esc a Si entre las unidades que se dan y aquellas 
a que se quieren reducir hay otras iniermedias , se 
van reduciendo sucesivamente d las de especie supe- 
rior inmediata hasta llegar d la que se pide. V. g. 
si quiero reducir 7483506 maravedises a doblones, 
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diWdire primero por 34, para reducirlos a reales^ 
los reales queresulten losdividere por 1 5, para redu- 
cirlos a pesos 5 y finalmente , estos pesos los dividire 
por 4 para reducirlos a doblones; y tendre en este 
ultimo cociente juntoscon las restas anteriores, los 
doblones, pesos, reales. y maravedises, que hay ea 
el numero propuesto. La operacion se ejecutara como 
aqui.se ve; 



maravedises 

74 , 8 , 3 , 5 , 0 , 6 , 
068 
03 5 



34 






22}0ji,0)3,rs. 


15 




7° 


— 




I ° 1 


!4A7>3jP s - 




1 1 0 


02 6 


4 


0053 


027 




8 


033 


3668 ds. 



y dire que en 748350 6 mrs. hay 3668 dobloncs, 1 
peso , 8 reales y 4 maravedises. 

59 Para proceder al sesto uso advertiremos , que 
cuando un numero, esta contenido en otro un numero 
exacto de veces , se liarna al que contiene multiplo 
del. contenido, y al* contenido submultiplo 6 parte ali- 
cuota del que contiene 5 cuando un numero no esta 
contenido en otro numero exacto de veces, se dir 
ee que es parte alicuanta del continente. V. g. el 20 
es multiplo respecto del 4 y del 5; y el 4 y el 5 son sub- 
tmiltiplos 6 partes alicuotas del 20 ; y 4 es parte ali- 
cuanta del 21. La parte alicuota se llama tatnbien/ac- 
* or > porque multiplicad.a por la otra produce el nurtie- 
r ° deque lo es 5 v. g. 4x5=205 y como si dividimos el 
' 2a P or el 4 6 por el 5, dara cociente exacto, se in- 
fiere que parte alicuota , factor 6 divisor de un nu - 
ttiero , .es cualquier otro que le divide sin dejar resta. 

Pero si consideramos el 5 y el 4, que son facto - 
res c^el 20 , observaremos que el 5 nose paede divi- 
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dir exactamente por niagun otro niimero mas que por 
cl mismo y por la unidad; por lo que este niimero/ y 
todos los que tienen esta inisiiia propiedad , como 2, 
3,7, ir, 13, 17, &c. se llaman numeros primos 
d primer os 6 factores simples, E 1 4 , ademas de ser 
divisible por si mismo y por la unidad, lo es tarn- 
bien por 2 ; por cuya razon este niimero, y todos los 
que son divisibles por algun otro ademas de ellos 
mismos y la unidad, como 6, 8, 9, 10, 12, &c., 
se llaman f adores compuestos, Esto supuesto, para 
poder encontrar todos los factores simples y compues- 
tos de los mimeros, se debe-saber - que todo niimero 
que termina en cero 6 guarismo par es divisible por 
2, Todo numero (v. g. 264) cuyas cifras (2 , 6 y 4) 
sumadas como unidades sencillas , dan 3 6 un multi - 
plo de 3 (que aqui es 12) es divisible por 3. 

Como todos los multiplos de j acaban en o 6 en 
5 , se conocerd que un numero es divisible por 5 si 
cicaba en o 6 en 5! Esto supuesto, para hallar los fac- 
tores simples y compuestos de un numero cualquiera, 
se pone el numero to ' mas alto y hdcia la * izquierda 
del papel 6 pizarra donde se ejscuta la operacion; des- 
pues se tira una raya de arriba abajo , y d la dere - 
cha de esta raya y j enf rente del numero propuesto, se 
pone el numero pYiniero menor por que sea divisible ; 
esta division y coriid es sencilla , se va haciendo mental - 
mente (52), y el cociente se va poniendo debajo del 
niimero propuestd,- Enfrehte de este> cociente se pone 
otra vsz el mismo divisor , si es divisible por el; y.sino 
cquel niimero primero menor porqile sea divisible esXt 
cociente ; y asi se continue hast a liegar d un cociente 
que sea niimero primo , y se ditfidird por si lliiSMto 
t)e spues se tira una raya a la dcrecjid de los factores 
simples; y para formar los compuestos de dos, se 
tiplica cada uno de los simples por'dos que tenga de- 
bajo de si,y el producto se.pondrd d la derccka de 
la raya enfrente del factor simple porque se multi- 
plica, Luego , se tira otra raya; y para formar los 
compuestos de tres, se multiplica cada compuesto dc 
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a dos por todos los simples que haya debajo del ren - 
glon.en que estd el compuesto de ci dos $ y asl se pro- 
cede hasta llegar at ultimo que debe resilltar en el 
renglon inferior 6 igual con el numero propuesto. 

ier ejemplo. si quiero hallar los factores simples 
y compuestos del niimero 210, le colocare lo mas 
arriba y hacia la izquierda que pueda , y tirare la ra- 
ya como aqui se ve: 



'Af 



210 


3 






105 


3 


6 




3$ 


5 


ro; 1? 


3?. 


7 


,7 


14; ate'} 35 


43; 70; 105 


1 







ycomo el*2io te'rmina en cero, es divisible por 25 
pongo el 2,enfrente, y hago la division diciendo: la 
mitad de 2 es 1, que pongo debaja del 2 del 210; 
continuo: la mitad de 1 es o que pongo debajo del 
1 del 210; y me queda uno, que junto con el o de 
arriba da 10; la mitad de 10 es 5 , que pongo a la 
derecha del o. Como el 105 no es divisible por 2, 
veo si es divisible por 3, diciendo : 1 y o es 1 , y 
5 son 6 j y como 6 es mriltiplo de 3 , Micro que el 
105 se puede dividir por 3, y por lo mismo coloco 
el 3 a su derecha, y hago la division de estemodo: 
la -3. a parte de 1 es o, que no pongo y sobra 1, que 
junto con el o vale io$la 3. a parte de 10 es 3, que 
pongo debajo del o, y queda 1 , que junto con el 5 
son 15* la 3. a parte de 15 es 5 , que pongo a la 
derecha del 3, El 35 no es ya divisible por 3, pe- 
ro lo es por 5 , coloco el 5 a su derecha y digo: la 
5* a parte de 3$ es 7, que pongo debajo del 5, y 
como- el 7 es numero primo le dividire por el mis- 
m o, diciendo: la 7» a parte de 7 es 1, que pongo de- 
tyo del 7, y tengo todos los factores simples. 

Para hallar los factores compuestos de dos sim- 
ples, tirare a la derecha de estos una raya y mul- 
ll plicare el 2 por todos los que tenga debajo de si, 
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diciendo : 2 por 3 son 6 , que coloco a la derecha 
de la raya , enfrente del 3 , que es por el que he 
multiplicado , continuo: 2 por 5 son 10, que pon- 
go enfrente del 5 que es por el que he multiplica- 
do, y continuo: 2 por 7 son 14, que pongo por la 
misma razon enfrente del 7 . Paso a multiplicar el 3 
por todos los que tiene debajo, diciendo: 3 por 5 son 
1 5 , que pongo enfrente del 5 que es por el que he 
multiplicado; y para que no se confunda con el 10 
que tengo en el mismo renglon , los separo poniendo 
entre elios punto y coma; continuo diciendo : • 3 por 
7 son 21 , que pongo enfrente del 7 , al lado del 14 
separandolos con punto y coma; despues paso a mul- 
tiplicar el 5 por todos los que tenga debajo de si di- 
ciendo: 5 por 7 son 35, que pongo enfrente del 7 al 
lado del 21. Como el 7 no tiene ninguno debajo de si, 
no puedo ya sacar mas factores de a dos. 

Paso a los de a tres , para lo cuai tiro uha raya 
y muitipiico el 6, primer factor de a dos , por el 5 
y por el 7, que son los simples que hay debajo del 
renglon donde se halla el 6, diciendo : 6 por $ son 
30, que pongo enfrente del 5, que es el simple por 
que he multiplicado ; y luego 6 por 7 son 42 que 
pongo enfrente del 7. Paso ahora a multiplicar el 10 
por el 7, que es el simple que tiene debajo de si; 
diciendo: 10 por 7 son 70 , que pongo enfrente del 
7, al lado del 42 ; tiro otra raya y paso a los de a 
cuatro ; para lo cual multiplicand el 30 por los que 
haya en los simples debajo del renglon donde esta 
cl 30; y como solo esta el 7; dire : 30 por 7 son 
210, que es el numero dado, como debia verificar- 
se; pues ya no hay mas factores. 

Si se repite algun factor simple tambien se re- 
petiran los compuestos; pero se evita el poner es- 
tos ejecutando la operacion como se ye en el ejein* 
plo siguienie: 
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20; 30 5 45 


40 y 60 y 90 


120} l8o 
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De las pruebas. 



60 Probar una operacion es hacer otra que de a 
eonocer si la primera estd bien hecha . Como ea la 
operacion que sirve de prueba estamos tan espuestos 
a equivocarnos como en la primera, resulta que la 
mejor prueba es repetir la operacion dos 6 mas veces. 

Las operacionescon que se quieren comprobar las 
de sumar y multiplicar, son mas complicadas que 
ellasj por lo que no se acostumbran hacer, y esto nos 
escusara de esplicarlas, y solo diremos: que en la 
operacion de restar el sustraendo sumado con la resta 
debe dar el minuendo , si la operacion estd bien he - 
cha. En la division se debe multiplicar el divisor 
for cl cociente , al producto se le anadird la resta 
(si la hay), y la suma deberd ser igual al dividends 
si la operacion estd bien hecha . 

C onsecuencias importantes de las operaciones espli - 
cadas . 

61 Las cantidades conocidas que entran en los 
problemas, se llaman datos j y lo que se halla por 
medio de ellas, se llama resultado . Asi, en la adi- 
eion los datos son los sumandos , y la suma es el 
resultado, &c. Vamos, pues, a ver las alteraciones 
que deben sufrir los resultados en variando los datos. 

i.° Pues que sumar es reunir en un numero el 
valor de muchos, resulta que la suma crecerd 6 men - 
gutird tanto como crezcan 6 menguen los sumandos $ y 
ww suma permanecerd la misma , si d un sumando se 
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le anacle un numero cualquieray d otro se le quita 

el mismo numero . 

2. 0 Como en la resta se quita el sustraendo del 
minuendo , se infiere que cuanto mayor 6 menor sea 
el 7 ninuend-Oy permaneciendo el mismo sustraendo , tan * 
to mayor 6 menor (se entiende por via de suma 6 res- 
ta) sera la resta y cuanto mayor 6 menor sea el sus- 
traendo , permaneciendo " el mismo minuendo , tanto 
menor 6 mayor sera Id' resta } lo que manifiesta que 
la resta puede crecer 6 aumentando el minuendo 6 
disminuyendo el sustraendo} y puede menguar dismi- 
nuyendo el minuendo 6 aumentando el sustraendo} 
6 lo que es lo mismo, a la resta le sucede lo mismo 
que al minuendo, y lo contrario que al sustraendo} 
y una resta no se alter ard; 6 permanecerd la misma > 
anadiendo 6 quitando una misma cantidad al mi- 
nuendo y sustraendo. 

3. 0 Pues que multiplicar es tomar iantas veces 
el multiplicando como unidades tiene el multiplica- 
dor , resulta que cualquiera delos f adores que crezca 
6 mengue , debe causar incremento 6 decremento en 
el producto. Si el multiplicando se hiciese el duploy 
el triplo , de lo que era (permaneciendo el mul- 
tiplicador el mismo), el producto deberd ser el duplo y 
el triploy T&c. del que se saco antes . Si se hiciese la 
mitady tercera , cuarta, 13c. parte (quedando uno 
mismo el multi plicador), el producto sera la mitady 
tercera , cuarta , ^c. parte del que se tenia antes . 

Lo mismo decimos respecto del mijltiplicador, 
permaneciendo el mismo el multiplicador } de donde 
se infiere que un producto permanecerd el mismo si 
un factor se parte por el mismo numero que se multi - 
plique el otro. 

4. 0 Hemos visto que dividir es averiguar las ve- 
ces que el divisor esta contenido en el dividendo , 6 
quitar aquel de este todas las veces que se pueda} 
luego si el dividendo crece 6 mengua , deberd crecer 
6 menguar el cocientej y si crece 6 mengua el divi- 
sor y deberd menguar 6 crecer el cociente. list© es en 
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general ; pero si el dividendo se hace el duplo , el 
triplo , Wc, (quedando uno mismo el divisor) , el 
cociente sera el duplo , el triplo , to*c. de lo que 
era antes j y si el dividendo se hace la mitad , ter- 
cera parte , l?c. el cociente sera la mitad , tercera 
parte , T&c. de lo que era antes . Si el divisor se 
hace el duplo , el triplo , fcfc. (quedando uno inismo 
el dividendo), el cociente sera la mitad , tercera 
parte , to*c. de lo que era antes ; pues para cada uni- 
dad que les tocase antes, habra ahora dos, ires, &c. 
entre que repartirla $ y si el divisor se hiciese la mi- 
tad , tercera parte , ifc. el cociente sera el duplo , el 
triplo , to*c. de lo que era antes j pues para cada dos, 
tres , &c. unidades que les tocase antes , no habra 
ahora mas de uno entre que repartirlas. De donde 
se infiere que un cociente no se altera aunque se mid- 
tipliquen 6 partan los dos terminos de la division por 
un mismo mirnero. Porque lo que aumenta 6 dismi- 
nuye por razon del dividendo , lo disininuye 6 au- 
menta por razon del divisor. 

De los quehrados 6 fracciones ; de su espresion , reduc- 
tion d un comun denominador , y simplification . 

6 2 Hemos dicho (i 5) que quebrados son aquello* 
numeros que espresan partes de la unidad. Para for- 
marse una idea exacta del quebrado , es necesario 
atender al nurnero de partes que se toman de la uni- 
dad , que se llama numerador (porque las cuenta 6 
numera) , y a la clase de partes que se toman , esto 
es , en cuantas partes esta dividida la unidad, que 
se llama denominador (porque da n ombre al quebra- 
do) V. g. en el quebrado tres cuartos 6 tres cuartas 
partes de una unidad , corno una manzana , una 11a- 
ranja, &c, el numerador es tres , y el denominador 
cuatro. El numerador y denominador juntos , se Ha- 
inan terminos del quebrado. 

63 Teor. Todo quebrado es una division indicada 
del numerador por el denominador , 
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Espl. Si tenemos que dividir 1 1 manzanas entre 
4, dara el cociente 2 , y 3 de resta , que se han de 
repanir entre los mismos 4j pues vamos a demos- 
trar que repartir estas 3 manzanas entre 4, equivale 
a tomar tres cuartas partes de una uianzana sola. 

Dem. Para es to , lo mas natural es dividir cada 
manzana en cuatro partes iguales , y dar a cada uno 
una de estas cuartas partes , pero couio las unidades 
6 manzanas son iguales , en lugar de dar a cada uno 
una cuarta parte de la primera , oira de la seg unda 
y otra de la tercera, le podremos dar tres de la pri- 
mera , 6 de cualquiera de ellas , que era L. Q. D. D. 

Por esta razon se escriben y leen los quebrados 
del modo dicfto (49) 7 v. g. el quebrado anterior se 
escribe | , y el quebrado ||, se lee : dies y nueve 
veinticuatro avos. Como el numerador denota las par- 
tes que se toman de la unidad , y el denominador en 
cuantas se considera dividida la misma unidad, 6 
cuantas componen una unidad, se infiere que cuan- 
do el numerador sea igual al denominador , el que- 
brado equivaidra a la unidad, y asi tendremos que 
£— a— 1— ?= & c . &c. 

— 3—5—67-7 

En esie caso se (lice que la unidad se ha puesto 
en forma de quebrado 7 y cuando el numerador sea 
mayor que el denominador, el quebrado se llama im~ 
propio. V\ g. J, § , &c. &c. 

64 Teor. una unidad se divide en un numero 
cualquiera 3 g . de partes iguales , y la misma uni~ 

dad *e divide en otro numero 5 de partes iguales , ca- 
da parte que resulte de dividirla en 5 , sera menor 
que la que resulte de dividirla en 3 5 y si se dividiera 
en 6 que es duplo de 3 , cada parte que resulte de di - 
vtdirta $n 6 , sera la mitad de la que resulto divi - 
diendola en 3. 

Dem. Estando la unidad en el primer caso divi- 
dida en tres partes , equivaidra al conjunto de ellasj 
y por la misma razon la misma unidad equivaidra en 
el segundo caso ai conjunto de las cinco partes 3 lue- 
go (intr. ax. 5. 0 ) el conjunto de las tres partes pri« 



atitm£tica. 49 

meras equivaldra al conjunto de las cinco segundas ^ 
luego si se necesitan 5 segundas para componer 3 
primeras , no bastaran 3 segundas para componer 3 
primeras 3 luego cada segunda sera menor que cada 
primera. L. i.° Q. D. D. 

Cuando se divida en 6 , tendremos , discurriendo 
del mismo modo , que las tres partes primeras equi- 
valdran ai conjunto de las 6 segundas} luego si se 
necesitan 6 segundas para componer 3 primeras , ca- 
da 2 segundas compondran 1 primera} luego cada se- 
gunda sera la mitad de cada primera. L. 2. 0 Q. D. D. 

65 Teor. Si permaneciendo uno mismo el denomi - 
nador de un quebrado , aumenta 6 disminuye su nume - 
rador , aumentard 6 diyminuird del mismo modo el 
quebrado } y si aumenta por via de multiplication d 
disminuye por via de division , lo hard del mismo mo- 
do el quebrado »• 

Bern, Por no alterarse el denominador , no se al- 
tera el valor de cada parte 3 luego cuando se tomen 
mas partes, que es cuando crece el numerador , se 
tendra un quebrado mayor y y cuando se tomen me- 
nos ? que es cuando disminuye el numerador, se ten- 
dra un quebrado menor. L. r.° Q. D. Dr 

Si el numero de partes que se tomo , fue el du- 
plo, el triplo , &c. el valor del quebrado que nos re- 
sulte, sera el duplo, el triplo, &c.} y si fue el sub- 
duplo, el subtriplo, &c. el valor del quebrado que 
I nos resulte , lo sera igualmente. L. 2. 0 Q. D. D. 

Esc . He aqui quebrados con esta condicion 

j JL JL 16 _ 4 _- 

if ? 17’ 17? 17? 17? 

y manifiestan que de quebrados que tienen un mismo 
! denominador , aquel es mayor que tiene mayor nume- 
rador $ y que para multiplicar 6 dividir un. quebrado 
por un numero cualquiera , basta multiplier 6 divi- 
dir su numerador por dicho numero . 

66 Teor. Si permaneciendo uno mismo el numera- 
dor de un quebrado , aumenta 6 disminuye su deno- 
ijnnador , disminuird 6 aumentard el quebrado. Si el 
denominador aumenta por via de multiplication ? el 

4 T. L 
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quebrado disminuird por via de division ; y si el de- 
nominador disminuye por via de division , el quebrado 
aumentard por via de multiplicacion. 

Dem. Como el numerador permanece el mismo, 
se toma siempre un mismo numero de partes; luego 
cl valor del quebrado sera mayor 6 rnenor, segun lo 
se an las partes que esprese ; pero mientras mayor sea 
el numero de partes en que se divida una unidad 
cualquiera , sera (64) rnenor el valor de cada una; 
luego mientras mayor sea el denominador , sera me* 
nor el valor de cada parte, y por consiguiente el va- 
lor de un numero cualquiera de ellas. L^i.° Q. D D. 

Si el denominador sehiciese dos 6 tres &c. veces 
mayor , el valor de cada parte se haria (64) dos 6 tres 
&c. veces rnenor; luego un numero cualquiera de 
ellas sera tambien dos 6 tres &c. veces rnenor que lo 
que era antes. Si el denominador disminuye por via 
de division , entonces el valor de cada parte aumen- 
tara por via de multiplicacion. L. 2. 0 Q. D. D. 

Esc. He aqui quebrados que satisfacen a estas 
condiciones -L, 1; 

y maniliestan que de quebrados que tienen un mismo 
numerador •, es mayor el que tiene rnenor denominador , 
y al contrarioj y que paua multipiicar 6 dividir un 
quebrado per un numero cualquiera , basta dividir 
6 mv.ltiplicar su denominador por dicho numero. 

Cor. De aqui se sigue que para multipiicar un 
quebrado por su denominador basta suprimir este , y 
el product 0 sera igual al numerador. 

A si, ? T 6 f xn==6 ) ^><13=8, &e. &c. 

67 Tecr. Un quebrado no se altera , aunque sus 
dos tirminos se multipliquen 6 partan por un mismo 



numero. 

Dem . * Cuando se multipiicar} ambos t^rminos por 
un mismo numero , tenemos que con multipiicar el 
numerador, se hace al quebrado tantas veces mayor 
(65; como unidades tiene el numero porque se mulii- 
piica ; pero con multipiicar el denominador por el 
mismo numero ; se le hace este mismo numero de ve- 
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ces menor (66); luego no se altera su valor 6 queda 
conforme estaba. L. i.° Q. D. D; 

Si se dividen por un mismo numero , con dividir 
el nutnerador hacemos el quebrado tantas veces menor 
como unidades tiene el numero porque se divide (65)$ 
y con dividir su denominador por el mismo numero, 
se le hace el mismo numero de veces mayor (66); lue- 
go queda conforme estaba. L. 2. 0 Q* 1 ). D. 

Esc . He aqui quebrados iguales que satisfacen al 
teorema &c. 

y es digna de notarse la conformidad de estos resul- 
tados con los deducidos para la division (6i,‘4.°). 

68 En la primera parte del teorema anterior se 
funda la reduction de los quebrados & un comun deno- 
minador , y en la segunda su simplification. 

Cuando dos 6 mas quebrados tienen un mismo de- 
nominador , se dice que le tienea comun ; muchas ve- 
ces se necesita que le tengan , y para conseguirlo se 
multiplican los dos terminos de cada quebrado por el 
producto de los denominadores de los demas. En este 
caso no se altera el valor de nirigun quebrado , por- 
que sus dos terminos se multiplican por un mismo 
numero ; y sale el mismo denominador, porque resul- 
ta de la multiplication de los denominadores de to- 
dos los quebrados. V. g. Si quiero reducir a un co- 
mun denominador los quebrados | y los pondre 
r 2 s 

como aqui se ve : <j * 9 ^ 

( 2 1 > 2 1 

Multiplicare los dos terminos del | por 7, que es 
el denominador del otro quebrado, dieiendo: 2 por 7 
son 14, que pongo por numerador del nuevo que- 
brado, debajo de su correspondiente tirare la raya 
y dire: 3 por 7 son 21, que pongo debajo de la r'aya. 
Paso al segundo quebrado \ y digo : 5 por 3 son 1 5, 
que pongo debajo del tiro la ray.a y despues- pongo 
debajo 21, producto de 3 por 7; con lo que tengo los 
quebrados que son iguales. cada uno con su 

eorresponaiente-y tienen un mismo denominador* 
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Si ios quebrados fuesen multiplicaria los 

dos terminos del primero |- por 10, producto de 2 
P or 5 3 ( l ue son l° s denominadores de los demas , y 
tendria que el primer quebrado se coavertiria en ||j 
pasaria al segundo|, cuyos terminos los multiplica- 
ria por 30 , producto de 6 y 5 deaominadores de los 
demas , y se coavertiria en 

y luego los dos terminos del tercero los multipli- 
caria por 12 , producto de 6 por 2 , deaominadores 
de los demas , lo que da 
con lo que tengo los tres quebrados |g^. |§, 
que son iguales con los primitives, y tienen unmismo 
denominador. 

Como el denominador comun resulta de la mul- 
ti plicacion de todos los denominadores no se nece r 
sita hallar mas que el del -primero , y ponerle d los 
demas cuando se ha puesto el numerator que les 
correspond e. 



69 Esta operacion convierte los quebrados en otros 
de igual valor 3 pero mas complicados; y asi, solo se 
ejecuta como ausiliar de otras j pero la que se debe 
bacer en todos los resultados donde haya quebrados, 
es simplijicarlos . Se dice que se simpliftca un que- 
brado cuando. se convierte en otro de igual valor , y 
cuyos terminos son menores . 

Para esto, se dividen sus dos terminos por 2 to- 
das las veces que se pueda j luego por 3 , y por los 
demas numeros primos , lo cual se conoce por lo di- 
cho ($9). Asi, si quiero simplificar el quebrado 
veo que sus dos terminos se pueden dividir por 2j lo 
hago y tengo que es igual con y que se 
puede aun simplihcar por 2 j lo hago y tengo £§, que 
aun se puede simplihcar por 2 j lo hago y tengo 
que no se puede simplihcar por 2 , pero si por 3 (§ $9)7 
lo hago y tengo | , que .es igual con el - 7 -% que senos 
dio. En efecto, el j 7 ^ es el que provino (en el ejein- 



Ejemplo, 



{ 



1 

2 9 



dan - 7 _ 2 _6o 9o _ 4 o 

I2U-J 1203 12^3 I 2 <3- 
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plo de antes) del | , al reducir los quebrados a un 
mismo denominador , y como ahora deshacemos lo que 
antes hicimos , ha de resuitar lo mismo que habia. 

Los principiantes deben simplificar todos los puestos 
anteriormente, como se ve ea el que aqui se presenta. 

99oo 49_5o 2 47 5 — 82 S 276 55. S 

1 3 4 6 S’ 6930 346 5 IIS 5 3?6“77 “ 7* 



Samar , restar , multiplicar y diviclir quebrados . 

70 Los quebrados tambien se suntan, restan, mul- 
tifile an y parten . 

Para sumarios se reducen a an mismo denomina- 
dor , (sino le tienen)} despues se suman los numera- 
dores , d esta suma se le pone por denominador el deno- 
minador comun , y si este quebrado es impropio , se di- 
vide el numerador por el denominador prara sacar los 
enteros que contenga , y se simplifica si se^puede. 

Si quiero sumar J con f, los reducire a un comun 
denominador (68), y se convertiran en ^ , des- 
pues sumare los numeradores 1 5 y 8 , y a la suma 23 
le pondre por denominador el 20, que es el comuti, y 
la suma sera ££5 que sacando los enteros sera 1^ 

La operacion se indica asi : 



— 1 ^ 1 * — — r J? 

"X" * c n 1 1 * n 77 o n 1 1 



3 

2cr- 



Aplicando la regia a estos ejemplos sehallara 



I 0 3,2.4 1 89 . 70 . J_8_ 

S^9^7’ — 315^315. 31 



- JL3.0 43 9 T 124 . 

^IS? 



f-«-f+6 i = 6 '- 



-la. 



90 "*“ JG 9 ^ — 90 



75 — 907 «27 — r, 9 ,, S 

_ — z ' J — 



90 * 3 ^ 



2 2 






Dem, Se reducen a un comun denominador , por- 
que no son homojeneos si no le tienen; despues se 
suman los numeradores, porque en ellos esta el valor 
de los quebrados $ y a esta suma se le pone por de- 
nominador el comun , para saber el nombre de aque- 
lias partes. La simplificacion que despues se hace, es 
porque en todas las operaciones se deben presentar 
los resultados con la mayor sencillez. L. Q. D. D. 

71 Al sumar quebrados pueden ocurrir tres casos: 
sumar quebrados con quebrados , que es lo que aca- 
bamos de ejecutar , sumar un entero con un quebrado j 
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y sumar numeros mistos con numeros , mistos. 

La cuesnon que conduce a sumar un entero con 
un quebrado, se presenta cuando se tiene un niimero 
misto , tai como 4|, y se quiere saber cuantos quin- 
tos compone ei entero junto con el quebrado.En este 
caso , se dice que se reduce el entero d la especie del 
quebrado que le acornpana ; para lo cual se multiplica 
el entero por el denoinmador del quebrado ; d esto se 
anade el numerador $ y d la suma se le pone por deno - 
minador el denominador del quebrado . De manera que 
para apiicarlo a 7|, multiplicare el 7 por el 5 , al 
produeto 35k anadire el numerador 3 del quebrado, 
y a la suma 38 le pondre por denominador el 5 del 
quebrado , y tendre en L 8 ejecutada la operacion que 
se me pedia.- Porque en este caso cada unidad vale 
einco partes ; luego 7 tinidades valdran siete veces 
cinco 635 partes , y las 3 que se tenian seran 38 de 
estas partes , esto es, 38 quintas partes 6 3 >, que 
es L jf Q. D. D. 

Del mismo modo se tiene : 1 2-L— I - 3 - 9 . 

t , * « * / , 1 * 1 1 

72 Para sumar numeros mistos con numeros mis- 
tos, se suman los quebrados con los quebrados , y los 
enteros con los enteros , cuidando de sumar con estos 
los que resulten de la suma de los quebrados , y se 
simplifica si se puede. 

i. cr ej. Si quiero sumar 45^ con 27* y con 6|, 
los pondre los unos debajo de los otros en esta forma; 

Couio los quebrados tienen un mismo / r 
denominador : sumare los numeradores, - — 

pondre a esta suma el denominador co- 45 f 
man , y sa-co de la suma de los quebra- 2 7 ? 
dos y ; pero en y hay 'un entero y |, ^ y 

borro el y pongo debajo el el 1 le 
coloco score los enteros , separandole con 79 — 

11 na media luna , para que se conozca que ? 
ha provenido .de, la suma de los quebra- 7 
dos , sumo despues los enteros y saco 79 , por lo que 
la suma, peuida es 7 9S-. 

a. 0 ej . Si quiero sumar los numeros 47^, 91 y 
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X38| , primero reducire los quebrados a un cornua 
denominador, y ejecutare la operacion 
como aqui se ve: 
y saco la suma 195^. 

7 3 Para restar quebrados se redu - 
cen d un comun denominador (si no le 
tienen)j despues se restan Los numera - 
dores j y d la rest a se le pone por deno- 
minador el denominador comun , y se 
simplifica si se puede. 

i.er ej . Si quiero restar | de |, los reducird a un 
comun denominador (68), y seconvertiran en^j.y-§4$ 
restando el 8 numerator del quebrado ^ correspond 
diente al sustraendo f , del 15 numerador del 
corjespondiente al minuendo |- , y poniendo a la di- 
ferencia 7 el denominador comun 20, tendre la res- 
ta ^ 7 b , que no se puede simplificar. 

La operacion se indica asi : | 

o ° UL 5. — IT7 75 — 42 — T4- 

"* 15 9 — 1 3 S 13 5 — 13 5 — TS\ 

JDem. Se reducen a un comun denominador , por- 
que en la resta los datos deben ser homojeneos ; des- 
pues se han de restar los numeradores , porque en 
elios esta el valor de los quebrados j 5 finaknente se. 
ha de poner a la resta el denominador comun , por- 
que es el que da nombre al quebrado. L. Q. D. D. 

74 Al restar quebrados pueden ocurrir tres ca- 
sos : restar un quebrado de otro , que es lo que se 
acaba de hacer j restar un quebrado de un entero ; 
y restar un numero misto de otro numero misto » 

Para restar un quebrado de un entero, se le quita 
al entero una unidad ; al lado de este entero , despues 
de rebajada la unidad , se pone un quebrado cuyo nu- 
merador es igual d la diferencia que hay entre el de- 
nominador y el numerador del quebrado dado , y el de- 
nominador es el mismo que el del quebrado que se da ; 
con lo que estd hecha la resta . 

Aplicando esta regia a los ejemplos siguientes, se 
encontraran los resultados que elios manitiestan. 

8 -f= 7 |» 2 -° I 4 -§=I 3 |J 3 -° 29—11=28^} 



(*. 

47f ••••§§ 
*9 

195 fc 

I* 
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porque haciendo en todos una descomposicion seme- 
7-+*|— |=7+|==:7f, nos resulta 



jante a esta 8 — f~ 



Si quiero restar i 8 |- de 33|, 



los co- 



L. Q. D. D. 

75 Para restar un numero misto de otro se res - 
ta el quebrado del quebrado , y el entero del entero. 
Si' despues de reducidos a un mismo denominador, 
si no le tienen , el quebrado del sustraendo es mayor 
que el del minuendo para poder restar se toma una 
unidad del minuendo , la cual se reduce d la especie 
del quebrado que le acompana (lo que se consigue su- 
mando el numerador del quebrado con el denomina- 
tor, y a esto poniendo por denominador el comun)j 
de este quebrado que sera impropio , se resta el del 
sustraendo , y luego al ejecutar la resta con los enteros , 
se debe advertir que al minuendo se le ha quitado una 
unidad > 

1. er ejsmp. 

locare como aqui se ve ; 
reducire a un comun denominador los 
quebrados j y como sale el del sus- 
traendo. menor que el del minuendo, 
paso a restar el quebrado del q uebrado 
y el entero del entero , y saco i 

2. ° ej. Si quisiera restar 24| de 45 los colo- 
caria como aqui se ve : 
reduciendo los quebrados a un 
comun denominador, sale me- 
nor el del minuendo , tomo una 
unidad del entero , que en este 
caso vale f|, y sumada con los 
|| me da ; paso depues a la resta considerando 
al 5 del 45 como 4, y tengo por ultimo 2o||. 

76 Para multiplicar un quebrado por otro se muU 
tiplica numerador por numerador , y denominador por 
denominador , y se simplifica. V. g. si quiero multi- 
plicar | por | dire : 2 por 4 son 8 j 5 por 7 son 355 
poniendo por numerador el producto de los numera- 
dores , y por denominador el de los denominadores, 
tendre en - 8 ^ el .producto pedido. 
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Dem. Porque si tuviera que multiplicar el | por 4, 
estaba reducida la operation (65) a multiplicar su 
numerador por 4 * y en este caso el producto seria|q 
pero de multiplicar el | por un numero siete veces 
menor que 4 , esto es por A, ha de resultar un p,ro- 
ducto(6i, 3. 0 ) siete veces menor que 
y como esto se consigue (66) multiplicando su deno- 
minador por 7 ? resulta ejecutandolo , que ^ es el 
producto verdadero. L. Q. D. D. 

Del mismo modo X |=f §=|f=§. 

77 A1 multiplicar quebrados pueden ocurrir tres 
casos : multiplicar un quebrado por otro , que es lo 
que acabamos de esplicar; multiplicar un entero por 
un quebrado 6 un quebrado por un entero ; y multiplicar 
un numero misto por otro misto. 

Para multiplicar un entero por un quebrado 6 un 
quebrado por un entero , se multiplica el entero por 
el numerador del quebrado , y al producto se le pone 
por denominador el denominador del quebrado , y se 
simpUfica si se puede. 

i* er ej. Si quiero multiplicar 4 por | , multiple 
care el 4 por $ , al producto 20 le pondre por deno- 
minador el denominador 7 del quebrado ? y tendre 
que el producto sera \°j que sacando los enteros se 
convierte en 2&. 

La operacion se indica asi : 4X|=: 9 y°r= 2^. 

Del mismo modo 7 x i -. 

Dem. Esta regia esta fundada en lo dicho (65 esc.), 
y tambien se deduce del caso anterior , poniendo al 
entero la tmidad por denominador. 

78 Para multiplicar un numero misto por otro 
toisto, se reduce el entero a la especie del quebrado 
ye le acompana en cada factor , y despues se multi - 
Plica numerador por numerador , y denominador por 
denominador. V. g. Si quiero multiplicar 3| por 2f y 
r cducire en ambos factores el entero a la especie del 
quebrado que le acompana , y tendre que multipli- 
er por T -8* y ejecutando la operacion (76) tendre 
S|x2f-y><V= 3 f/=8||.. 
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Del mismo modo 28|x24|= 2 |°X^=s 

3SJL4Q — 1 2 8? o — 64 l3 5. — 2I_45 — rji r # 

3 6 18 9 3 / ? y- 

79 Para dividir un quebrado por otro, se multt- 
plica el numerador del dividendo por el denominador 
del divisor , y este sera el numerador del cociente : y 
el denominador del dividendo por el numerador del 
divisor , y este producto sera el denominador del co- 
eiente , y se simplifica, V. g. Si quiero dividir por 
| , muitiplicare el numerador 3 del dividendo por 
el denominador 7 del divisor , y el producto 2 1 sera 
el numerador del cociente ; despues muitiplicare el 
denominador 4 del dividendo por el numerador 2 del 
divisor, y el producto 8 sera el denominador delco- 
ciente, el cual sera ^ 6 2-f. 

Del mismo modo | : ^=f| ==ff==f|=f* 

Dem. Porque si solo tuviese que dividir el | por 
2 cstaba redudda la operacion (66) a multipicar su 
denominador por 2; de manera que-|seria el cocien- 
te; luego de dividir el 1 por un niimero siete veces 
menor que 2 , esto es por ha de resultar (61 , 4. 0 ) 
uncodente siete veces mayor que y como estose 
consigue (65) multiplicando su numerador 3 por 7, 
resulta , ejecutandolo , que el verdadero cociente se- 
ra y 6 lo que es lo mismo, |:|=y=2|, 
que era L. Q. D. D. 

80 A 1 dividir quebrados’pueden ocurrir cuatro 
caso? : dividir un quebrado por otro , que es lo que 
se acaba de hacer ; dividir un entero por un quebrado j 
dividir un quebrado por un entero ; y dividir un nu>~ 
mero mis to por otro mis to, 

Para dividir un entero por un quebrado ; se mul- 
tiplica el entero por el denominador del quebrado , d 
este producto se le pone por denominador el numerador 
del quebrado , y se simplifica si se puede. 

V. g. si quiero dividir 7 por | , muitiplicare el 
entero 7 por el denominador $ , y tendre.35 7 a este 
producto le pondre por denominador el numerador 2 
del quebrado, y tendre 3 ^ 5 , osacando los enteros 17^ 

Del mismo modo 9: io|=io|. 
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81 Para dividir un quebrado por un entero se 
multiplica el denominador del quebrado por el entero , 
y queda hecha la division. 

V. g. si quiero dividir | por 6, multiplicand el 
denominador 5 por el entero 6 , y tendre por coeien- 
te 6 -~o des.paes de simpiiiicado. 

Del uiistno inodo ^ 4 =/ 5 =^r* §f : 9 =§^=|r 

Dem. Poniendo, en este caso y el anterk r , al 
entero la unidad por denominador , la demostracion 
se reduce a la dada (79) , 6 se puede deducir de lo 
dicho (6 1 , 4. 0 y 66) esc. 

82 Para dividir un numero misto por otro misto 
se reduce cada entero d la especie del quebrado que le 
acompana , y despues se divide como un quebrado por 
otro . 

V. g. quiero dividir por 2 primero reducire 
cada entero a la especie de su quebrado, y tendre que 

dividir ^ 7 por que (79) dara ^ 7 : ^ = 2^ f . 

Del misino modo 9 |: 4 r S i= 6 / ; 

Esc • Ademas puede ocurrir el dividir un que- 
brado 6 un entero por un numeio misto, y al ( con- 
trario j pero reduciendo el entero d la especie del que- 
brado , se tienen los casos anterior es , que se practican 
coino se ve en estos ejemplos. 



T o 3 4 — 3 . 14 _ 

I# 7 * 2 S— f 5 “ 
2. c 



3 IS. 
3 97 ’ 



o: r 3 — q -?3 — 3 \f > — r ts. 

y*>4 y* 4- 26 1 27’ 

r 3.4 3 , 8.4 — 342 — I 7 1 — T « 3 . 

'7*9 7 *9 27 14 1 

6-^'C ZP-c — 2.0 — 4 — , t 

u 3’5 3 15— 3— 



De la valuacion de los quebrndos. 



83 Valuar un quebrado es hallar su valor en uni - 
aaaes de especie inferior d la que se refiere . V. g. en 
fdevara no hay ninguna vara } pero como Ja vara 
tiene 3 pies , 1 pie sera la tercera parte de la vara, 
y por lo misuio (intr. ax. 5. 0 ) J de vara ~ 1 pie, y 
esta valuado ei quebrado. 
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Para valuar un quebrado , se multiplied el nume- 
radar par el nwnero que espresa las veces que la uni- 
dad enque se quiere valuar el quebrado , estci contenida 
en aquclla a que se refiere el quebrado , y esto se parte 
por el denominador ; si de la division resulta un nu- 
mero misto , y hay todavia unidades de especie infe- 
rior , se hace con el quebrado lo mismo ; y asi se con- 
tinues hast a que no hay a mas unidades de especie infe- 
rior j en cuyo caso si queda todavia quebrado , se des- 
precia si el numerador no llega d ser la rnitad del de- 
nominador: y se anade en vez del quebrado una unidad 
d las unidades anteriores , si el .numerador llega 6 pasa 
de la mitad del denominador . 

Asi , si quiero saber cuanto valen de doblon, 
multiplicare el numerador 3 por 4 , que son Ids pe- 
sos que tiene ei doblon , y dividire el producto T2 
por 7 , lo que da 1 peso y | de peso. Para averiguar 
los reales que hay eu | de peso , multiplicare el nu- 
merador 5 por 1 $ , que son los reales que contiene 
un peso, y dividire el producto 7$ por 7, y tendre 
10 reales y | de real ; para averiguar los maravedi- 
ses que hay en|- de real, multi plica re el numerador 
5 por 34, que son los maravedises que tiene un real, 
y dividire el producto 170 por 7, y tendre 24 ma- 
ravedises y f de maravedi ; que cotno no hay unidad 
inferior al maravedi , y el numerador 2 no es la mi- 
tad del denominador 7, le desprecio: y tengo que los 
de doblon valen 1 peso, 10 reales y 2 4 maravedises* 

Dem. La razon de esto es que de doblon es lo 
mismo (63) que 3^doblones repartidos entre 7 j y co- 
mo no les toca a doblon, se reducen a pesos, estos 
a reales , ylos reales a maravedises , para ver a co- 
mo les toca en estas unidades de especie inferior* 

De los quebrados 6 fracciones decimales . 

84 La teoria de los quebrados acabada de espli- 
car , embaraza mucho los calculos , en razon de la 
ninguna ley que siguen los denominadores , que van 
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variando en cada quebrado. Para evitar este incon- 
veniente, y faciiitar y uniformar todas las operacio- 
nes , se han invented©, las fracciones decimates 5 las 
que al mismo tiempo que son un caso particular de 
los quebrados comunes ^ lieuan . t.odos los objetos 
mencionados. 

Son, pues, las decimales, unos quebrados que tie- 
nen por denominator io, ioo , iqoo, :y en ge- 
neral la unidad seguida de ceros. Para formarnos una 
idea exacta de las decimates, coneebirejn.os diviaida 
la unidad en diez partes ^ iguales-, que se, llaman de~ 
cimas j concibiendo diyidida cada ; decima en diez 
partes iguales, la unidad tendra .eiento y por la 
mismo se Hainan ce.ntesimas par tes.de la unidad 5 con -4 
cibiendo cada centesima dividida. en diez par.tes , es- 
tas seran milesimas de la unidad $ y continuando di- 
yid.iendo en otras diez cada una que yaya saliendo, 
resultaran las diezmilesimas , cienmitesimasy mill one- 
siinas , diezmillonesimas , cienmittori&sihias , mil'mi- 
ILovzsifyas - , dieffinUt^ - 

Por la uniformidad.de los.denominadores , y fa 
ley que sigue cada parte de ir ,siendo:diez veces me* 
nor, no se escribe el denominador de estos quebra- 
dos , sino que se ponen d la derdcha'de las unidades 
las decimas , d la derecha de estas la$ ..centesima s , des- 
pues las milesimas y luego las diezmilesimas\ cienmile - 
simas , T para conocer el guarismo que:espresa las 
unidades , se pone entre el y las decimas una coma ; y 
si no hay unidades , se pone o antes de la coma , para 
que ocupe el lugar de las unidades . V. g. si.quiero es* 
presar cuarenta y cinco enteros y seis decimas , escri- 
Eire as! : 45,6 5 y la coma da a entender que el gua- 
rismo 5 espresa las unidades , y el 6 las decimasj 
si solo hubiera querido escribir sets decimas , hu- 
biera puesto o en lugar de las unidades , y tendria 
jescritas las seis decimas de este modo : 0,6. 

Si se quiere espresar el denominador , se puede 
poner en vez de 0,6, y 4$^ en vez de 45,65 
donde se debe advertir que la coma hace oficios de 
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denominador , y que cuando se qaiera espresar este, 
se pondrd la unidad seguida de tantos ceros como 
guarismos hay despues de la coma . Por ejemplo 

3 , 5 0 7 = 3 tto-> y 0,0039=^^. 

8$ Ua numero qae lleva eateros y decimales, es 
un verdadero numero misto ; y asi , para ieerle , se 
leera primcro el entero (1 3), y luego los guarismos 
decimales del mismo modo , pronunciando despues 
de estas la denomiriacion que les corresponde: la cual 
si no se conoce al golpe por haber muchos guarismos 
decimales ,. se- averigua diciendo desde la coma a la 
derecha, en el primer lugar decimas j en el segundo 
centesimas , y asi sucesivamente , hasta el ultimo gua- 
rismo , cuyo nombre se apunta si es complicado el 
numero. Para que no se confundan las comas de la - 
division de periodos con la de las decimales, se hace 
la coma mayor que las otras. Asi, siquisiera leer el 

numero 70 5 6 40 3 274^ 3 $ o 90.5 3 405 703364, 

averiguaria la especie de unidades del ultimo gua- 
rismo 4, y hallariaser diezmilbillonesimas . Despues 
le preparare (i'3)*en esta forma ; 

7 j° 5 ^ I 403 J 274 , 3 , 509 2 ° 53 ) 4 o 5 I 7 o 3 > 364 i 

y se lee asiisiete mil cincuentay seis millones , cti'd* 
trocientos tres mil , doscientos setenta y cuatro uhida- 
des 6 enteros : tres mil qirinientos nueve biUones , cin- 
cuenta y tres mil cuatrocientos cinco miUones , sete~ 
cientos tres mil trescientas scsenta y cuatro diezmilbi - 
llonesimas. 

86 El valor de las decimales no se altera cuando 
se ponen 6 qiiitan ceros d continuacion de los guarismos 
significativos. 

V. g. 0,7:110, 70=0, 700=0, 7000=0, 70000 &c. 

Porque como 0,7=^, multi plicando sus dos ter- 
minos por 10 , por 100 , por 1000, &c. no se alterara 
el quebrado (67) , y^se tendra que 

n n — 7 — 70 — 7_oo — 7000.— 

/ — i u 1 — 1 u o — j;cuo' — x&Uiso — * 

6 0,7=0,70=700=0,7000= &C, 
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Si teniendo ceros al fin se quitan, resultan los dos 
terminos divididos por un mismo numero , lo que 
(67) tampoco altera el quebrado. L. Q. D. D. 

87 Si los ceros se colocan entre la coma y los gua- 
rismos siguificativos , se hace el quebrado t ant as veces 
menor , como espresa la unidad seguida de tantos ceros 
como se ban puesto entre la coma y los guarisrnos sig - 
nificativos 5 porque en este caso se hace diez, ciento, 
mil , &c. veces menor el valor de cada parte , y no 
se hace diez , ciento , mil , &c. veces mayor el nd- 
mero de ellas. 

Del mismo modo , si en un numero que lleva en- 
teros con decimates, se corre la coma un lugar hacia 
la izquierda, como el guarismo que antes espresaba 
unidades , ahora espresara decimas : el que antes de- 
eimas , ahora centesimas: y asi sucesivamente 5 re* 
sulta que cada parte se ha hecho diez veces menor, 
y por lo mismo esta mutacion de la coma habra con- 
vertido al numero propuesto en otro diez veces me- 
nor. Si se hubiera corrido la coma dos lugares hacia 
la izquierda, hubieramos hecho cien veces menor a 
dicho numero 5 y en general con correr la coma un 
tmmero cualquiera de lugares hdcia la izquierda y se 
hace al numero tantas veces menor como espresa la 
unidad seguida de txmtos ceros como lugares se corrio 
la coma, 

Por el contrario;,. corrieyido la coma un numero . 
cualquiera de lugares hacia la derecha , quedard he - 
cho el numero tantas veces mayor , como espresa la 
unidad seguida de tantos ceros como lugares se corrid 
la coma, Asx , si en el numero 8532,74914 
coloeo la coma entre el 5 y el 3 , tendre 8 5,3274914, 
que sera cien veces menor que el propuesto, y si la 
pusiera entre el 97 el 1 tendria 8532749,14, 
que es mil veces mayor que el propuesto. 

88 Puesto que lasdecimales siguen la inisma ley 
que los enteros , y se escriben y leen lo mismo que 
dios , es un punto de la mayor impqrtancia el susti- 
tuir los quebrados decimates, a los comunes, lo que 
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se consigue convirtiendo ea decimales Ios quebrados 
que hayan de entrar en los calculos. Para csto se to - 
ma el numerador del quebrado por dividendo y el de- 
nominador por divisor , y se divide el uno por el otroj 
mas si el quebrado es propio , no cabrd el divisor en 
el dividendo ; y asi se pone o en el cociente , y des- 
pues se anade un cero al dividendo y se divide por 
el divisor, ; el cociente se pone d la 'derecha de la coma ; 
se multiplica por el divisor y se resta. /U la vesta, se 
anade otro cero y se divide por el divisor ; lo que re- 
sult a se pone en el cociente d la derecha. del guarismo 
anterior , se multiplica y resta. A la resta.se. Anade 
otro cero , y se continua anadiendo un cero por cada 
guarismo decimal que se quiera sacar/. observando que 
si despues de anadir un cero no cabe el divisor en el 
dividendo , se pone cero al cociente y se anade otro 
cero al dividendo . 

i. er ej. Quiero sacar con tres decimales el valor 
de ejetutare la operacion como aqui se ve ; 

Tomo ei 5 por dividendo y el 17 
por divisor y veo que 17 no cabe en 
5 , y por lo mismo pongo o en ei co- 
ciente, y despues la coma; anado un 
o al 5, y veo que 50 entre 17 les to- 
ca a 2, que pongo en el cociente des- 
pues de la coma; muJtipiico este co- 
ciente por el divisor, le resto del dividendo 50 y saco 
la resta 16. A esta anado un cero, y veo que 160 en- 
tre 17 les cabe a 9, que pongo en el cociente; mul- 
tiplico por el divisor , y resto del dividendo 160. Al 
lado de la resta 7 pongo otro cero, veo que 70 entre 
17 les toca a 4 que pongo en el cociente ; multiplico 
por el divisor y resto. Dei mismo rnodo continuaria 
si quisiera sacar mas de los tres guarismos decimales 
que me propuse; con lo cuai tengo reducido el que- 
brado ^ a quebrado decimal , aproximado hasta mi- 
lesimas. 

2. 0 ej. Si quiero reducir a quebrado decimal 
lo ejecutare como se ye en la pajina sigueme; 



50 

160 

0070 

02 



I? _ 

©,294 
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Tomare el 8 por dividendo, el 943 por divisor, y 
pongo en el cociente cero 
y coma 5 aiiado un cero al 8, 8000 I 943 

y como 80 no contiene al 04560 0 0 “ 

divisor 943 , pongo o en 07880 ? 7 

el cociente 5 anado otro al 02360 
dividendo , y pongo tam- 

bien o al cociente 5 anado otro o al dividendo , y 
veo que 943 en 8000 6 9 en 80 cabe 8 veces , pon- 
go 8 en el cociente despues de los dos ceros; mul- 
tiplico por el divisor y resto 5 a la resta le anado un 
cero, y asi continuare la division hasta sacar los 
guarismos que necesite , que supongo aqui que son 
seis, y tengo el quebrado 0,008482, que es el mis- 
mo que el , con diferencia de menos de una mi- 
llonesima parte de la unidad. 

Dem. Como de tomar el numerador por divi- 
dendo y el denominador por divisor , no puede s a- 
lir ningun entero, se pone cel:o y coma en el co- 
ciente 5 anadiendo un cero al dividendo se convierte 
en decimas 5 y por lo mismo se ve si les toca a al- 
guna , y si no , se pone tambien cero en el cociente 
en el lugar de las decimas 5 lo mismo deciinos dc 
todo lo demas de la regia y resulta L. Q. D. D. 

89 Al convertir los quebrados en dccimales re- 
sulta cociente exacto , cuando el denominador no tiene 
mas factores simples que el 2 y el 5 , como 85 165 
&c. &c. 255 125 &c. V. g. si convierto en decima- 
les los quebrados A; ^5 lo hare como se ve 
“(A),(B),(C). 

(A) .(B) (C) 

50 I 8 70 I 25 140 

20 * 0,625 200 ' 0,28' 150 

40 - poo 0250 

O - OOO 

*y saco cociente exacto 5 por lo que dire, . que 
4 =o P <585 j 4=0^8, 7 .^= 0^112. 

5 T. I. 



125 

6,1 I 2 ' 
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Si no sale cociente exacto , sucedera que como la 
resta ha de ser siempre menor que el divisor, asi qu$ 
se hayan sacado tantas restas diferentes como unida- 
des tiene el divisor m&nos una, la-sigfaieme debera 
ser una de las anieriores 6 el tnismo numeradorj de 
donde se sigue que afiadiendo un o , dara el mismo 
cociente y resta que dio antes : a esta le sucedera lo 
mismo j y asi, se pondran aquellos guaristnos las ve~ 
ces que se quiera. Estas fYaceiones se lianian periodicas. 
Asi, si convicrto en decimal el quebrado >, tendre 
(A) que al sesto guarismo hallo la resta 5, que es el 



(A) 



(B) 



5 ° 

10 



0,714285 



4o. 

.70 

40 

7 



I I 



0,3636 



2Q 

6q 
4 Q 
5 

mismo numeradorj por lo quese repetiran los mismos 
guarismos, y tendre 1=0,7142857 14285714285 &c. 

Si convierto en decimal el quebrado - 5 -, encueri- 
tro (B) que al segundo guarismo se repite el nume- 
rador 5 por lo que 0,363636363636 &c. 

Si convierto cl | tendre que |^o , 66666 te’c. 

Si la resta que se repite no es el mismo numerador 
del quebrado , entonces la fraccion es en parte perio- 
dica y en parte no , como se vera en estos quebrados 

? v -SSI oue dan / &= 0 > 5»333 &c. 

* y 9 * s q ly 111=0,64108108108108 &c. 



Sumar , restar , multiplicar y dividir decimales, 

90 Para sumar las decimales se ponen los suman- 
dos los unos debajo de los otros , de modo que se corres - 
pondan las decimas debajo de las decimas , las cent£- 
simas debajo de las centesimas-T&c, esto es , que la 



0,027 
3 5 >46 
783,0639 
°>3 v 
9>53 
32,0757 

860,4566 
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(i coma en todos los sumandos forme columna 5 despues 
se tira una ray a y se surnan exact ament e como si fue~ 
sen enteros teniendo cuidado de poner la coma en la 
suma , de modo que forme columna con las de los su- 
mandos. 

1. er ej. Si quiero sumar 0,027 con 35,46, con 
7 8 3>°639> con. 0,3, con 9,53 y con 32,0757, los 
pondre ios unos debajo de los otros como aqui se ve; 

Y despues de tirada la raya, em- 
piezo por la derecha diciendo ; 9 y 7 
son 16, pongo 6 debajo de la raya, y 
paso a la coluLiina siguiente donde di- 
go: 7 y 1 que llevo son 8, y 3 son 
11 , y 5 son 16 , pongo 6 y llevo 1 
para anadirla a li suma de la colum- 
na siguiente $ y continiio da operacion 
como si fuesen enteros (26), teniendo 
cuidado de poner la coma entre el o y 
el 4 debajo de las de los sumandos , y digo que la 
suma es 860,4566, 

2. 0 ej. 85,37+9,0345+0,6382+42,085=137,1277. 

Dein. Como haciendo la colocacion dicha y su- 
mando en columns, suinamos todas las unidades de 
una misma especie , y todas las sumas parciaies las 
reunimos en una sola al mismo tiempo que las vamos 
sacando, resulta (intr. ax. 3.°) L. Q. D. D. 

91 Para restarlas se pone el sustraendo debajo del 
minuendo , de modo que se correspondan las unidades 
de cada especie , esto es , que la coma del sustraendo 
corresponda debajo de la del mime ado 5 se tira una 
raya , y se resia como en los numeros enteros , ponien - 
do la coma en la resta , formando columna eon las 
de arriba . 

Aqui puede ocurrir que no tengan un mismo mi- 
mero de guarisraos decimales el minuendo y sustraen- 
do: si ei sustraendo tiene menos, se ponen aquellos 
guarismos que tiene demds el minuendo , y luego se 
restan los del sustraendo de los que quedan en el mi - 
mendo j si ei minuendo tiene menos que el sustraen* 
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do se resta el gziarismo de la derecha del sustraendo 
de io , y todos los demas de 9 , hast a llegar al p rimer 
guarismo del minuendo , el cual se consider a con una 
unidad menos . 

i.er ej. Quiero restar de 625,4685 el numero 
354,8796$ pondre el sustraendo 354,8796 debajo del 
minuendo cotno he dicho y se ve en (A): 



270,5889 7586,31846392 187,8846175 

y despues de tirada la raya , resto como si fuesen 
enteros (31), euidando de poner la coma entre el o y 
el 5 , y saco la resta 270,5889. 

2. 0 ej. Si quisiera restar de 8375,75426392 el 
numero 789,4358, los colocaria como se veen(B). 

Y como el sustraendo tiene menos guarismos de- 
cimates que el minuendo, pongo debajo de la raya 
los cuatro guarismos 6392 del minuendo, que no tie- 
uen correspondientes en el sustraendo, y despues res^- 
to como antes y saco 7586,31846392. 

3 jr ej . Side 475,36 quisierarestar 287,4753825, 
los pondria como se ve en (C). 

Y como el sustraendo tiene mas guarismos que 
el minuendo, diria; de 5 a 10 van 5 que pongo $ de 
2 a 9 van 7 ; de 8 a 9 va 1 $ de 3 a 9 van 6 $ de 5 
a 9 van 4$ ahora debo considerar ai 6 del minuendo 
con una unidad menos , y digo : de 7 a 15 van 8 , y 
de 1 5 llevo 1 $ y continuando la operacion como an- 
tes saco la resta 187,8846175. 

- Dem. En los dos primeros casos es la misma (29)$ 
en el tercero, es porque se pueden considerar despues 
de los guarismos decimates los ceros que se deseen 
sin alterar su valor (86), y queda reducida la ope- 
rracion a la espuesta (32}, que por comodidad en este 
-caso se practice del mudo que hernos dicho. i-. <^. U.-JL). 




8375,7542 639a 
789,4358 



(B) 



475,3*5 

287,475382? 



(C) 
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92 * Para multiplicar las decimals no se hace caso 
de la coma , sc multiplican como si fuesen miner os 
enteros , y luego en el producto se separan con la co- 
ma tantos guarismos de derecha d izquierda como 
decimales habia en ambos factores juntos ; y si no hay 
bastantes , se completardn con ceros d la izquierda . 

l.er ej. Quiero multiplicar 5,37 por 6, 3; tomare por 
multiplicador el 6,3, y le pondre debajo del multipli- 
cand© como si no hubiese coma, conforme se ve en (A): 



(A) (B) (C) (D) 

5>3 7 °>3 5 0,2 9 0,0273 

6,3 0,4 0,3 ■ 0,0026 



1 6 1 1 0,1 4 & 0,0 8 7 1638 

32 2 2 546 



33,8 3 1 0,0000 7098 



Despues de tirada la raya, multiplicare (44) el 
5,37 por el 6, 3 sin hacer caso de la coma , y sepa- 
rando en el producto 33831 tres guarismos de dere- 
cha a izquierda, que son los decimales que habia en 
ambos factores, saeo 33,831 que es el producto 
verdadero. 

2. 0 ej . Si quiero multiplicar 0,35 por 0,4, ejecu- 
tare la operacion como se ve en (B). 

Multiplicare el 35 por 4 , lo que me da el pro- 
ducto 140 ; y como debo separar.tres guarismos, que 
son los que hay en ambos factores juntos , pondre 
antes un cero y tendre 0,140; pero como los ceros 
despues dc los guarismos decimales no les aumentan 
ni les disminuyen (86) , borrare el cero que hay des- 
pues del 4 , y dire que el producto es 0,14. 

S» er ej. Si quiero multiplicar. 0,2 9 por 0,3, eje- 
cutare la operacion como se ve en (C). 

Multiplicare el 29 por 3 ; y como el producto 87 
no tiene mas de dos guarismos, y debo separar tres, 
supiire con ceros los guarismos que me falten, y ten- 
dre el producto 0,087; 
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Por ultimo si quisiera multiplicar 0*0273 por 
0,0026 , haria la operacion como se ve en (D), y ten- 
dria el producto 0,00007098 

Dem. Con prescindir de la coma en el multipli- 
cando , le hacemos tantas veces mayor como espresa 
la unidad seguida de tantos ceros como guarismos 
decimales tiene (87); y con prescindir de elja, en el 
multi plicador, le hacemos tantas veces mayor, como 
espresa la unidad seguida de tantos ceros como gua- 
rismos decimales hay en el j luego (6 1 , 3. 0 ) el pro- 
ducto debe salir tantas veces mayor como espresa ei 
prcducto de estos dos numer'os $ luego par# obtener 
ei verdadero , se debera hacer este mismo hiimero de 
veces merior: io quese consigue (87) separando con 
la coma tantos guarismos como-decimales hay en am- 
bss factores juntos. L. Q. D. D. 

93 De lo dicho (87) se deduce que un numero 
que lieva enteros y decimales , 6 decimales solas , se 
multiplica por 10, corqendo la coma un lugar hacia 
la derecha j por 100 corriendola dos $ por 1000 cor- 
riendola tres $ y en general , para multiplicar por la 
unidad seguida de cierto numero de ceros , se corrcrd 
la coma tantos lugares hacia la derecha como ceros 
hay despues de la unidad. 

94 Para dividir las decimales se complctardn , es- 
to es , se hard que dmbos tenninos tengan un mismo 
numero de guarismos decimales , anadiendo hs ceros 
que se nccesiten al que tenga monos ; entonces se bor. 
ra la coma , y se ejecuta la division como la de los 
enteros , sin tener que hacer nada en el cocientL 
Despues , si la division no sale exacta , aqueila resta 
que se habia de poner en forma de quebrado , se co«- 
vierte en quebrado decimal ; esto es , se anade a la 
resta un cero , y se pone la coma en el cociente $ se ve 
cuantas veces cabe el divisor en esta resta , se pone 
en el cociente dcspues de la coma este numero de ve- 
ces , 6 cero si no cabe ; se multiplica por el divisor y 
se resta $ y asi se continua , anadiendo un cero a la 
resta por cada guarismo decimal que se quiera sacar. 
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, t.e* eji Quiero dividir o ,6 por 0,15 5 anadire al 
dividendo un cero y se convertira en 0,60 5 despues 
borro la coma en el dividendo y divisor , y queda re- 
ducida ia operacion a dividir 60 por 1 5 5 lo que ejc- 
cutado como aqul se ve : 60 i ' 

da 4 por cociente- y digo que 0,15 0 j 

esta contenido cuatro veces en 0,6. 0 | 4 

2. °ej. Si quiero dividir 43 por 12^5, como el 
dividendo no tiene ningun guarismo decimal , le ana- 
do un cero 5 y borrando la coma en el divisor queda 
reducida la operacion a dividir 430 por 1253 la que 
ejecutada. comb aqui se presents: 

da 3 por cociente y 5 5 por resta : la 430 1 2 5 

que reducire a deciinales anadicn- 0550 “ 

dole un cero, poniendo la coma des- 0500 
pues del 3 , y continuando la divi- 000 
sion j para esto , veo que el r 2 5 esta 
contenido 4 veces en 5 50 , pongo este 4 despues de Ia 
coma , muitiplico por el divisor y resto 5 a la resta 
50 anado otro cero , veo que esta contenido cuatro 
veces el divisor , pongo 4en el cociente; y asi continuo 
hasta sacar los guarismos deciinales que desee , que 
aqul solo son dos , porque da cociente exacto. 

3. ^ ej. Si quisiera dividir 37, 5421 por 8,3, ana- 
dirla al divisor tres ceros , porque le faltan ires pa- 
ra tener tantos decimates como el dividendo 5 borro 
despues la coma en ambos , y queda reducida la ope- 
racion a dividir 375421 por 830005 y ejecutada la 
operacion como aqui se ve: 
saco el cociente 4 , y en vez de 
anadir un cero a la resta bor- 
rare uno en el divisor, pondre 
coma en el cociente, y averi- 
guare cuantas veces el 8300 
esta contenido en 43421 5 hallo 
que cabe 5 veces, pongo 5 en 
el cociente despues de la coma, 
muitiplico por el divisor y resto ;borro otro cero en 
el diyisor, y continuo la operacion, advirtiendo que 



375421 

43421 

1921 

261 

120 



8 sees 

4,52314 



370 

3B 
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si despues de borrados los ceros del divisor , quiero 
sacar mas guarismos decimales , se afiaden ceros a la 
resta como alii se ve. 

Dem. Con anadirlos ceros que se necesiten al ter- 
mino que tiene menos guarismos decimales, no alte- 
ramos de ningun modo su valor (86) ; y con suprimir 
la coma en los dos terminos , los multiplicamos por la 
unidad seguida de tantos ceros como guarismos de- 
cimales hay , lo que (6 1 , 4. 0 ) no altera el cociente. 
L. Q. D. D. 

95 Cuando el divisor es la unidad seguida de ce- 
ros , queda hecha la division, corriendo la coma hd- 
cia la izquierda tantos lugares como ceros acompanan 
d la unidad supliendo con ceros d la izquierda si el di- 
videndo no tiene bastantes guarismos ; lo cual e;sta fun- 
dado en lo dicho (87). Asi , si en el numero 8465,379, 
corro la coma dos lugares hacia la izquierda, resul- 
tara dividido por 100 , y sera. 84,6 5 379. 

96 Para valuar los quebrados decimales , se mul - 
tiplican por el numero que espresa las veces que la 
unidad en que se quiere valuar el quebrado , cube en 
aquella d que se refiere el quebrado. 

Si hay unidades de especie inferior todavia, se 
vuelve d multiplicar el quebrado que resulte , por el 
numero de veces que la unidad en que se quiere valuar 
ahora este qaebrado , cabe en aquella d que se refiere 5 
y asi se continua hast a que no hay a unidades de es- 
pecie inferior: y si al fin queda quebrado , se desprecid 
si no llega d cinco decimas j y se anade en vez de el 
una unidad , si llega 6 pasa de cinco decimas. 

Esc. No se dice que se parta por el denominador, por- 
que la division se hace al colocar la coma enel producto. 

is* ej . Si quiero averiguar cuanto valen 0,47 
de doblon , multiplicare el 0,47 por 4, que son los. 
pesos que tiene un doblon , y saco como se ve en (A) 
1,88 pesos , esto es , un peso y un quebrado de peso; 
vaiuo el quebrado de peso en reales ; para lo cual 
coloco el 15 debajo de 1,88, le multiplico sin hacer- 
lo con el entero 1, y saco 13,20 reales; borro el 0* 
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multiplico las 2 deci- 
mas de real por 34 , y 
saco 6,8 maravedi ses 6 

7 maravedises , porque 

8 decimas es mayor que 
5 ; por lo que digo que 
0,47 de doblon valen 1 
peso 13 reales y 7 ma-. 
rayedises. 

2. 0 ej. Si quisiera- 
averiguar cuanto va- 
lian 0,7432 de vara, 
ejecutaria la operacion 
como se ve en (B) , y 
hallaria 2 pies , 2 pul- 
gadas y 9 liueas. 



(A) (B) 

0,47 dob. 0,7432 varas 
4 , 3 



1,88 pes. 


2,2296 pies 


15 


12 


440 


4592 


8 8 


2 296 


13,20 rs. 


2,7552 pulg, 


3 4 


I 2 



6,8 mrs. 15104 
7 5 $ 2 



9,0624 lineas 



Sumar y restar , multiplicar y dividir numeros deno - 
.. minados. 



97 Se llaman numeros denominados Jos qwe cons- 
tfln de unidades de diferentes especies relativas todas 
d un mismo genero : como 6 varas , 1 pie , 7 pulga- 
das y 4 lineas , y £ qnintales , 3 arrobas y 8 libras. 
Para entender las operaciones que vamos a hacer con 
estos numeros , es indispensable tener bien pres'ente 
la division de las unidades de pesos y medidas 
(16 al 20). 

98 Para sumarlos se ponen todos los sumandos los 
linos debajo de los otros , de modo que se correspondari 
las unidades de cada especie ; se tira una ray a , y se 
cmpieza d sumar por la especie inferior j si la suma 
de estas unidades contiene alguna 6 algunas de la espe- 
cie superior inmediata , se guardan para sumarlas 
con ellas ; se suman estas 5 y ast se continua hasta ha - 
her sumado las de especie superior , y el nurnero que 
result a debajo de la ray a es la suma pedida. 

Bjemp. Quiero sumar 38 doblones , 3 pesos, 13 
reales y 14 maravedises , con 4 doblones , 1 peso, 3 



(> 


(l 






3'8 dob. 


3 ps. 


13 rs. 


14 mrs. 


4 ” 


1 33 


3 ’5 


6 33 . 


49 ” 


2 33 


8 33 


2 5 33 • 


5*3 ” 


0 33 


12 33 


1 9 33 



I 4<> W 



3 < 

O 33 






64 

so 



74 A ±UT TI C A • 

reales, y, 6 maravedises , con 49 doblones , 2 pesos , & 
reales y 25 maravedises ,.y can 53 doblones, 12 rea- 
les y 19 maravedises; colocare todos los. sumandos 
los unos dcbajo de los otros como aqui se ve : 
Tirare una 
raya, y su man- 
do los ina rave- 
discs tengo 64, 
que componen 
un real y que- 
dan 30 marive- 
drses ; borrO el 
64, pongo de- 
bajo los 30 que 
quedan , y el 1 real que llevo para la coluinna, in- 
niediata , le pongo encima de los reales separado con 
una media luna ; sumo todos estos reales , y ten- 
go 37 , que componen 2 pesos y 7 reales ; borro el 
37, pongo debajo ios 7 reales que quedaron, y Ids 
a pesos ios coloco sobre los pesos; sumo estos y ten- 
go 8 pesos , que componen 2 doblones justos ; por lo 
que borro el 8 , pongo debajo o, y coloco los 2 do- 
blones en la columnade los doblones, cuya suma da 1 4 6 
doblones ; y tengo por snma de los niimeros propues- 
tos 146 doblones, o pesos, 7 reales y 30 maravedises. 

Dem. Como hemos sumado todas las partes de 
Ios sumandos, no queda duda de que hemos sumado 
los todcs. L. Q. D. D. 

99 Para restar los uuraeros denominados , sc po- 
ne el sustraendo debajo del minuendo , de modo que se 
correspondan las unidades de una misma especie ; se 
tird una ray a , y se va restando coda especie de uni~ 
dades del sustraendo de las correspondientes en el mi? 
nuendo , empezando por las de la especie inferior . Si 
alguna especie de unidades del sustraendo es mayor 
que la correspondiente en el minuendo , se toma en 
este una uniaad de la especie inmediata superior ; y, 
si no hubiese en esta se tomard de la otra , 0 de la 
siguiente si .tampoco hubiese ea esta tee . , y cuanda t 
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se toma una unidad de dos 6 tres or denes superior 9 
se desccnnpone en Las inferiores del modo que se vera 
en Los siguientes ejempLos. 

i.° De 295 doblones, 2 pesos, 3 reales y 15 ma- 
tavedis.es, quiero restar 89 doblones, 3 pesos, 2 rea- 
les y. <y maravedispsjj colocare el sustraendo debajo 
del minuendo como aqut se ve : 

- Y despues de ti- - 

295 dob, 

89 55 



2 

3 55 



ps. 



rs. 



3 

2 15 



15 mr$« 
5 « 



20 $ 51 3 55 I 55 10 55 



rada la ray a empe- 
zare a- restar por la 
cojumna de los ma- 
ravedises, lo que da 
lo maravedises de 
resta; paso a restar los reales del sustraendo de los 
correspondientes del minuendo , y hallo 1 de resta$ 
paso a los. pesos, y como de 2 pesos no puedo restar 
3 , tomo una unidad de los doblones que vale 4 pe- 
sos, y con los 2 que hay hacen 6 , de lc: que res- 
tando los 3 quedan 3 por resta $ y porultimo pasan- 
do a los doblones , teniendo en consideracion que 
tome 1, resulta por resta 205 doblones, 3 pesos, 1 
real y 10 maravedises. 

2, 0 Si de 47 quintales quiero restar 23 quinta- 
ls, 2 arrobas , 9 libras y 14 onzas, los colocare 
como aqui se ve ; 

Y como no puedo 
restar 14 onzas de don- 
ee no hay , paso a to- 
toar una libra , que co- 
rno tampoco hay, ni ar- 
robas, tomo un quintal 
°]ue tiene 4 arrobas;- y como yo solo necesito una 
libra para restar las onzas , dejo 3 arrobas en el lu- 
£ ar de las arrobas: de la arroba que queda dejo 24 
libras en el lugar de las libras: y de la otra libra 
que vale 16 onzas, resto las 14 onzas , y continuo la 
operacion como alii se ve , considerando ai 7 del 47 
quintales como 6 ; y saco por resta 23 quintales , x 
arroba, 15 libras y 2 onzas. 



47 

23 55 ■ 



3 24 1 6 

o ars. o lib. 

2 55 9 15 14 15 



o onz. 



23 55 1 55 I J 55 2 5 > 
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3. 0 Si restara 327 varas 2 pies, 6 pulgadas y 
5 lineas, de $78 varas, haria la operacion coino 
aqui se ve : 

y la resta seria 250 2 11 12 

varas , 5 pulgadas 578 vs. o ps. o pulg. o lux. 

y 7 lineas-. - -327*11 2 n 6 n 5 n * 

Dem. Como res- -- — -■ 

tamos todas las par- 25015 011 5 ?i 7 ” 

tes del sustraendo 

de todas las del minuendo , y todas las restas parcia- 
les las tenemos reunidas en un solo numero , este es- 
presara la resta total. L. D. 

100 En la multiplication de ios numeros deno- 
ininados se pueden seguir varios tnetodos 5 pero aqui 
solo pondreinos el que es mas independiente del ta- 
lento del calcuiador, y consiste en practicar las tres 
reglas siguienies: i. a reduzcanse el multiplicando y 
multiplicador d la menor de sus especies 5 2. a muU 
tipliquense entre si estos • dos numeros despues de re* 
ducidos 5 3 dividase el pro duct 0 por el mimero que 
espresa las veces que la unidad de especie inferior del 
multiplicador cabe en la mayor , y el cociente espresard 
el producto en las unidades de especie inferior del 
multiplicando j por lo.que se deberan reducir a las 
de especie superior segun las reglas dadas (58). En 
esta cuestion es indispensable conocer cada factor, 
para practicar la 3« a regia 5 por lo que dire, mos que 
el multiplicando es el de la especie que se busca en el 
producto , y por consiguiente el otro sera el mul« 
tiplicador. 

1 . er ej . Si quiero averiguar cuanto valen 7 varas 
y 1 pie a 9 pesos y 6 reales la.yara, observar'e que 
como lo que busco aqui son pesos y reales, el mul- 
tiplicando es 9 pesos y 6* reales 5 por lo que’ los re- 
ducire primero a la menor de sus especies, y tendre 
reducido el multiplicando a. 141 reales y el multiple 
cador a, 22 pies 5 multiplico el 141 por 22 , y saco 
ei producto 31025 el cual le divido por 3 , a causa 
de que el pie esta contenido 3 veces en la vara 3 lo 



ARrTiVliTICA. rjj 

que me da el cociente 1034 , que espresa los reales 
que valen las 7 varasy 1 pie $ y reduciendo estos 1034 
reales a pesos (58), sacare 68 pesos y 14 reales. 

2. 0 ej. Si quisiera averiguar cuanto valen 6. quin- 
tales , 3 arrobas y 8 libras de azucar , a 8 doblones., 
2 pesos y 9 reales el quintal , los reducire a la me- 
nor de sus especies , y se me convertiran el multipli- 
cand© en 5 19 reales, y,el multiplicador ,en 683 li- 
bras j multiplicare estos dos numeros entre si , y el 
producto 354477 le dividire por 100, lo que (9^) 
dara 3544,77 reales, que reducidos a doblones hacen 
1 59 doblones y 4,77 reales, que (96) vienen a ser 4 
reales y 26 maravedises. 

Dem. El reducir los factores a su menor especie 
no inlluye nada en el resultado 5 pues lo niismo son 
(ej. i.°) 7 varas y 1 pie que 22 pies, y 9 pesos y 6 
reales lo mismo que 141 reales. A 1 practicar la 2. a 
regia tomamos el valor de la vara tantas veces como 
pies hay 5 esto es , multiplicamos el valor de la vara 
por un numero tres veces mayor que el que debe se 
y como practicando la 3. a hacemos el producto tantas 
veces menor como lo que antes le habiamos tornado 
mayor , resulta que este sera el verdadero. El con- 
vertirle en las unidades de especie superior , es por 
satisfacer a la cuestion en los rnismos terminos que 
venia propuesta. L. Q. D. D. 

10 1 Para dividir los numeros denominados se 

practicaran las tres reglas siguientes : i. a se reduce 
tl divisor d la menor de sus especies 5 2. a se hace la 
division empezando por las unidades de especie supe- 
rior del dividendo 5 y si de esta division queda al - 
rest a , se reduce d las unidades de' especie in- 
ferior inmediata , y se anaden las unidades de esta 
especie que hay en el dividendo 5 se dividenpor el di- 
visor, y si queda alguna resta se reduce a las uni- 
dades de especie inferior inmediata 5 y asi se continua 
hasta que no haya unidades de especie inferior j 3.* 
despues se multi plica todo este cociente por el numero 
jae espresa las veces que la mid ad de especie inferior 
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del divisor esta contenida en la mayor , empezando 
esta multiplication por las unidades de especie infe* 
riorj para si resultan unidades de especie superior f 
anadirlas al producto de la columna inmediata , y el 
yesultado es lo que se pide. 

Por ejemplo. Se (100) que 7 varas y 1 pie han 
costado 68 pesos y 14 reales 5 si quiero averiguar a 
como ha costado la vara , dividire los 68 pesos y 14 
reales por 7 varas y 1 pie. Aqui se conoce el divi- 
dendo en que es de la misma especie que lo que se 
busc'a. Practico la i. a regia y se me convierte el di- 
visor en 22 pies j ahora hago la division como aqui 
se ve: 

'68 ps. 

02 
15 



Empiezo por los 
pesos , y digo: 68 entre 
22 les toca a 3, que son 
pesos , y me quedan de 
resta 2 pesos, que para 
reducirlos a reales los 
multi plicare por 15 , y 
al producto 30 le ana- 
dire los 14 reales que 



14 rs. 



22 



3 ps< 



2 rs. 

3 



30 

14 



9 53 6 33 



44 

00 



hay en el dividendo j veo que el 22 cabe dos veces 
en 44 , y no deja resta $ ahora el cociente 3 pesos y 2 
reaies le multiplico por 3 , que es el que espresa las 
veces que la unidad de especie inferior del divisor 
esta contenida en la mayor, y saco el producto 9 pe- 
sos y 6 reales , que es en efecto el valor de la vara, 
Deni. El reducir el divisor a su menor especie 110 
infiuye nada en el resultado; pues 7 varas y 1 pie es 
lo mismo que 22 pies. Al practicar la 2. a regia, como 
dividimos por el nuinero de pies , hallainos el valor 
de un pie } y como lo que se pide en la cuestioii c s 
ei valor de la vara, por esta razon se ha de practicar 
la $. a regia j esto es , en es-te caso se ha de multipii- 
car el valor del pie por 3 que son los pies que tiene 
la vara, y en general por el mimero que espresa las 
voces que la unidad inferior del divisor esta conte** 
nida. en la mayor L. Q. I). D. 
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nociones preliminares. 

102 Algebra es la ciev.cia que trata de la cantidad 
en general . Los signos de que se vale para espresar 
las cantidades, sou ks letras del alfabeto; v. g. a 
puede represeritar eualquier cantidad, sea de la es- 
pecie que sea, como 20, 30, &c. 40 varas, 50 horn- 
bres,&c. Nunea le puedeu faltar signos al Algebra 
para espresar las eantidades^pues se vale de los dos 
allabetos minusculo y mayusculo, y tambien del griego. 
Ademas, si a una letra v. g. a sc le pone un acento 
par la parte de arriba b por la parte deabajo, a la 
derecha 6 a la izqitierda , en esta foruia a', a f a y 
representa una cantidad diferente de la que espresa a\ 
y se leen a priiriera , primer a a , a snbprimera , sub - 
primera a ; tambien se le pueden poner dos, tres &e. 
accntos, y se leen segunclas subsegundas ^fc. 

Las deliniciones de la Aritmetica y Algebra raa- 
niliestan la mayor generalidad de esta , y para que el 
prineipiante no'teina'el emprender su estudio, le de- 
Cifnos que las operaciones del Algebra son las inismas 
cue las de la Aritmetica, y que hay una grandisima 
analogia entre ellas. En efecto, despues dehaber da- 
do a conocer los nuineros , v. g. 20 hombres, 20 ca - 
ballos , 20 peras &c. hemos prescindido de que los 20 
fuesen hombres , caballos &c., y nos hemos quedadcr 
con ei numero abstracto 20 j pero este nunca puede 
ser 19 ni tampoco 21 &c. Dondese ve que la mayor 
■&bstjraccion -que puede hacer la Aritmetica en los nu- 
EReros, es la del valor espechico; pero si ahora solo 
consider arnos en el 20 una coleccion de hombres, ca- 
ballos &c. sfn atender a que sea un humero deter- 
minado , si no una coleccion capaz de aumento 6 di- 
minucion, entonces no puede estar representada por 
20, y la espresaremos por a j por consiguiente la a 
■iepresenta una cantidad de hombres , caballos &c. sc- 
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gun nosacomode. Consiste, pues, todo el gransecreto 
del Algebra en prescindir del valor numerico de las 
cantidades ; cuya maxima bien inculcada a los prin- 
cipiantes les hara disipar el gran ciimulo de ; dificul- 
tades que vulgalrmente se dice que hay en el Algebra, 
lo qu e los arredra , y hace que la miren como supe- 
rior a sus fuerzas. 

103 Para indicar las diferentes operaciones y su- 
ppestos que se hacen con las cantidades , emplea el 
Algebra los signos que dejamos esplicados en la Arit- 
mctica, y algunos otros que daremos a conocer. Asi, 
la espresion a+b quiere decir que lo que valga b se 
ha de anadir d lo que valga a , y nada mas ; a — b 
quiere decir que lo que valga. b se ha de quitar de 
lo que valga a j axb 6 a.b 6 ab , indica que el valor 
de a se ha de multiplicar por el de b (en el Algebra 
se puede suprimir el signo x 6 . y dejar solo ab , y 
en la Aritmetica no , a causa del sistema de nume- 
radon $ v. g. 3x4 6 3.4 vale 12 j y si se quita el signo 

vale treinta y 

de a se ha de dividir por el de b. 

Este signo > es el de mayoria , y puesto al reves 
< el de menqrta j a si, quiere decir que a es 

ftiayor que b j y b<za, que el valor de b es menor que 
pi dea,o mas general : el signo > 6 < sirve para esr 
presar la desigualdad de dos cantidades. El signo dz 
se llama el signo de ambiguedad j asi a zhb> 6 a + b> 
indica que la b se ha de anadir 6 quitar al valor de 
a , 0 al contrario . 

104 En el Algebra no solo se atiende al valor 
absoluto de las cantidades, sino al modo con que in- 
fiuyen en la cuestion que el calculador se propone 
resolver. Ahora, al resolver una cuestion solo se pue- 
den encontrar dos clases de cantidades que influyan 
en elia 1 camidades que conspiren al fin que se propone 
el calculador , que se llaman positives j y caniida- 
des que conspiren a un nn opaesto, que se Hainan 



cuatro)y — 6 a:b , indica que el valor 
b 
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negativas. Asi, si quiero averiguar en cuanto tiempo 
se Uenara un estanque, en que por un lado entra 
agua y por otro sale , tendre que atender al agua que 
entra y a la que sale ; y como el<agua que entra cons- 
pira ai fin que me propongo , esta sera la positiva ; y 
fa que sale, que conspira a vaciar el estanque, se- 
ra la negativa. 

Si, al contrario, quiero averiguar el tiempo en 
que se vacia un estanque, en que por una parte sale 
agua y por otra entra , tendre que atender tambien 
en este caso al agua que sale y a la que entra ; en cu- 
yo caso la que sale es la positiva , y la que entra la 
negativa. 

Como las cantidades positivas conspiranal fin que' 
se propone el calculador , tratan de aumentar el re- 
sultado que busca , y por lo mismo se senalan con el 
signo -+-, que es el de aumento 6 de adicion ; y como 
las cantidades negativas conspiran al fin opuesto al 
que se propone el calculador, tratan de disminuir el 
resultado que busca , y por lo mismo se senalan ccn 
el signo — . De manera que de aqui en adelame el 
‘signo tendra dos acepciones: una general, que es 
la de indicar la operacion de sumar , y la otra parti- 
cular de decir que la cantidad a que afecta , es posi- 
tiva ; lo mismo sucede con el signo— , que siempre 
indicara la operacion de restar, y en particular, que 
la cantidad a que afecta es negativa. 

Por consiguiente toda cantidad que se escriba, 
debera llevar el signo -+* 6 ei signo — para denotar 
si es positiva 6 negativa; no obstante el signo se 
suprime ai principio de escritura. V. g. a es lo mis- 
mo que H-a ; el — nunca se suprime. 

105 Los signos + y — , 6 las cantidades posi-> 
tivas y negativas , son los unicos recursos del Alge- 
bra para espresar las palabras con que se supie todo 
en Ariunetica : y aun las frases ironicas con que nos 
producimos, cuando decimos que fulano tie f ne 100 
reales que debe ; la palabra tiene parece que da a co- 
nocer que-posee dinero , y la palabra debe manihesta 

6 T. I. 
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que lo decimos de chanza 6 que nos burlamos : esta fra^ 
se del lenguage vulgar se espresa en Algebra dicien- 
do : fulano tiene — i oo reales, 

i o 6 fintendido e&o, cuando esta repetida por su~. 
mando una misma letra , se pone una sola vez con un. 
niimero antes que espresa las veces que esta repe^ 
tida, cuyo niimero se llama coeficiente j v. g. en vez 
de a-ba se escribe 2a$ en vez de qb-bab+ab , se -po- 
ne $aby y los niimeros 2 y 3, son los coeficientes., 
Tambien se pone coeficiente cuando la letra 6 canti- 
dad esta repetida con el signo — j asx en vez de 
~ab-~ab — ab — ab , se pone — qab. 



Cuando una letra esta repetida por factor, s.e 
pone una vez sola con un niimero a su derecha un 
poquito mas alto, que tenga tantas unidades como 
veces esta repetida la letra por factor 5 asl , en vez 
de aa> se escribe a 2 j en vez de aaa se pone a 3 . Este 
niimero se llama es^onente $ y para leer v. g. a 6 se 
dice a cinco , 6 a eievada d cinco, 

Cuando una letra a se presenta sola, se. le supone 
la unidad por coeficiente , la unidad por esponente, 
y tambien si se quiere la unidad por divisor $ por esta ' 

causa a e$ lo mismo que 1 a, que a 1 , y que- . 



Ahora, toda cantidad 6 espresion de cantidad, 
sea de la especie que sea, separada de otras por me- 
dio del signo *+-6 — , se 11am, a termino j v. g. — a es 

' • o 7 j 7bd a *b 3 c 5 . . , . 

un termino, 8 abd> , -, son tambien terminos. 

c d — e 



107 Se dice de un termino que consta de tantas 
dimensiones cuantas letras tiene , si no hay denomina- 
dor j v. g. -f-a es un termino de una dimension j $ac 
de dos ; — 7 abc de tres j donde se ve que el coeficiente 
no constituye dimension. 

Si la cantidad esta en forma de quebrado , el nu- 
mero de las dimensiones esta espresado por la dife- 
rencia entre las del numerador y las del denominadorj 
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b 1 b 

V. gwes de una sola dimension > - — r es un termi- 
ni cd 

no de dimension nula , 6 de cero dimensiones $ y 
cuando hay mas en el denominador que en el nutne- 
rador , entonces se dice que la dimension es negative 

ab 

asi , el termino — — -es de menos una dimension, Fi- 
cde 

nalmente , cuando las letras tienen esponentes , se re- 
puta cada letra por tantas dimensiones como unida- 
des hay en su esponente, 

108 Cuando una espresion algebraica consta de 
un solo termino, se llama monomia 6 es un -monomio} 
cuando consta de mas de uno se llama en general po- 
iinomio , distinguiendose en particular cori los nom- 
bres de binomio y trinomio 9 cuadrinomio to*c. cuando 
consta de dos , tres , cuatro &c« monomios. Asi , las 
espresiones a-+b 9 /[a 6 —$b 2 c 3 son binomios , de los 
cuales a y 4 a 5 sonlos primeros terminos 7 y *+-by — 5 b 2 c& 
son los segundos 9 &c, 

Cuando todos los terminos de un polinomio tienen 
un mismo numero de dimensiones, se dice que es ho - 
mojeneo $ y cuando no , que es heterojeneo, 

lop Se Hainan terminos semejantes aquellos que 
tienen unas mismas letras y en cada una los mismos 
esponentes 9 por ejemplo 4 u 2 b, $a 2 b y 7 ba 2 son ter- 
minos semejantes, 

Es muy frecuente en el Algebra el encontrar ter- 
minos de esta especie en los resultados de las opera- 
tions , en cuyo caso se deben simplificar . Esta sim- 
plification se hace sumando los coeficientes , si tienen 
un mismo signo los terminos semejantes , y poniendo 
esta suma por coeficiente d uno de los terminos con su 
signo , cuya operation se llama reduccion 9 6 restando 
los coeficientes , si tienen diferente signo , y poniendo 
la rest a d uno de los terminos semejantes , con el sig- 
no del termino que tenia mayor coeficiente ? cuya ope- 
ration se llama destruction* 
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Por ejemplo, supongamos que se tiene el polinomio 
■4 a 3 ' — 7/70— d ? 4-30C4-60 3 4*3frc4-0 3 — 8d a — ^ac^^b 3 } 
en que observo tres terminos donde se halla a 3 , y 
por lo mismo hay tres semejantes con el j y como tie- 
nen un mismo signo , hare la reduccion dicieodo : 4 
coeficiente de 4 0 s , y 6 de 6 a 3 , son 10, y 1 coeficiente 
de a 3 (§ 106) son 11 j luego pondre un termino en 
que haya a 3 con un coeficiente 1 1 , y con el signo-H 
que es ei que llevan dichos terminos ; pero aqui se 
omitira dicho signo (104). Luego , veo que hay dos 
terminos donde se halla be j y como tienen diferente 
signo , hare la destruccion diciendo : la diferencia en- 
tre 7 y 3 es 4, que sera el coeficiente que debere po- 
ner a bej y como el termino — ybc es el que tiene 
mayor coeficiente , manifiesta que las cuatro que que- 
dan son para quitar , y de consiguiente pondre el sig- 
no — al 4 be, como hay dos terminos semejantes con 
d 2 y tieiien un mismo'signo, hare la reduccion dicien- 
do : 1 coeficiente de — a s , y 8 de — 8 d 2 son 9 , que 
pondre por coeficiente al d 2 con el signo — , y tendre 
—yd 2 j ahora paso a hacer la destruccion de los ter- 
minos 4-30C y — 3 0c, di'ciendo: la diferencia emre 3 y 
3 es cero , que debera ser el coeficiente de ac j pero 
el cero por coeficiente manifiesta que no esta el ter- 
mino aquel ninguna vez por sumando , y por lo mis- 
mo no se pondra. Cuando los terminos semejantes son 
iguales por tener un mismo coeficiente , y tienen di- 
ferente signo como en este caso, se dice 4-300 y 
» — 3 0c se destruyen , y se borran 6 tachan en el para- 
ge donde estan j y como ya no hay mas que el 4-4.fr 3 
que no fiene semejante , este quedara del mismo modo 
en el resukado , el que sera 1 1a 3 — 4^0— gd 2 ^b 3 . 

Para entender la razon de esto , se considerara 
que cada termino, sin coeficiente, representa una 
eosa cualquiera , como un duro , una manzana &c.$ 
y asi como no encontramos ninguna dificultad en que 
tres manzanas y cuatro manzanas son siete manza- 
nas : nueve duro 3 menos seis duros son tres duros : y 
menos cinco pesetas menes cuatro pesetas sou menos 
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nueve pesetas, 6 que el que debe clnco pesetas por 
un ladoyeuatropor otro, resulta debiendo nueve &c.: 
del mismo modo una cosa ab mas ires veces la misma 
ab 6 iab, son cuatro veces la cosa ab 6 \ab. Todo esta 
segun se ve, en comprender el language algebraico. 

De la suma de las cantidades algebrdicas. 

1 10 Sumar en Algebra es reunir en una sola es - 
presion el valor de dos & mas. 

Para ejecutar esta operacion se coloean todos los 
sumandos los unos d continua cion de los otros con los 
mismos signos que llevan y y queda hecha la suma ; des- 
pues se simplifica si se puede (109). 

Dem. En efecto , si quiero sumar -hb con -m, in- 
dicare la operacion eomo aqul se ve: -ha-h(-hb)j 
donde observo que el signo -t- que estaiuera del pa- 
rentesis , indica la operacion de sumar , esto es , que 
aqui lo que me propongo es aumentar $ el signo -f-de 
dentro del parentesis , indica que la cantidad-t-fr que 
esta dentro , es positiva , esto es , que conspira al fin 
que me propongo ; y como este es aumentar, se de- 
bera poner la b a continuation de la a con el signo 
que denote este aumento, esto es, con 4-, y tendre que 
^a+(+b)~-ha-{-b=za-hb> 

Si con la cantidad -K* quiero sumar — b , indica- 
re la operacion como aqui se ve : -ha-h( — b)j 
donde observo , como antes , que el signo 4- de fuera 
del parentesis , indica que el fin que me propongo es 
aumentar ; el signo — de dentro , indica que la can- 
tidad b es negativa , 6 que conspira al fin contrario 
para que se entabla el calculo $ luega conspirara a 
disminuir 5 por lo que debere poner la b a continua- 
tion de la a con el signo — que denota la diminu- 
tion , y tendre que -nh-(' — b-h)=z-+*a — b=a—b. 

Comparando estos resultados con lo que pres- 
cribe la regia, y generalizandola a los poiinomios, 
resulta L. Q. D. D, 

Cor. De donde se sigue que 

..y. a-t(zpb)=:azpb. 
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hi Para sutnar polinomios se indica la opera- 
tion , poniendo los sumandos los unos d continuation 
de las otros , cada uno dentro de un parentesis ; des - 
pues se practica la regia solo con quitar los parentesis; 
y luego se simplifica , como se ve en este ejemplo. 

(4 b 2 a~h 5 a 2 c- — 2 abd ) -f- (3 b 2 — 8 a 3 ) -h 
(7 abd f-4a 3 — 2 a 2 c +-s3 2 a)-t-(4c 3 — 6 a 4 )=$b 2 a-h$a 2 c-~ 
zabd-h$b 2 — ^a 3 -hjabd i-4 a 3 — 2a 2 c 
6a ^zz^b 1 a-hia 2 c-h^abd-h^b 2 — 4a s -H).c 3 — 6lA. 

De la operation de restar cantidades algebrdicas. 

1 1 2 Restar en Algebra es hollar la diferencia en - 
tre dos cantidades , 6 quitar una cantidad de otra dada , 
Esta operation se ejecuta poniendo el sustraendo 
con signos contrarios d los que lleve , d continuation 
del minuendo , y despues se simplifica . 

Dem . En efecto , si de la cantidad -ha quiero 

restar la cantidad -h b , indicare la operacion como 
aqui se ve: -ha — (-t- 3 ); 

donde observe que el signo — de fuera del parente- 
sis indica la operacion de restar , esto es, que el fin 
que me propongo es disminuir ; el signonhde den- 
tro, indica que la camidad b es positiva, 6 que cons- 
pira al fin que me propongo; luego debere poner la 
b despues de la a con el signo — que indica la dimi- 
nution , y tendre que -ha — (-hb)zz-ha — b=a — b . 

Si de la cantidad a quisiera restar la cantidad — b y 
indicaria la operacion de este modo : -ha — (— 3 ); 
y observarla que el signo — de fuera del parentesis, 
indica que el fin que me propongo es disminuir; el 
signo — de dentro , indica que la cantidad b conspi- 
ra al fin opuesto; luego conspirara a aumentar ; lue- 
go se debera poner la b a continuation de la a, con 
el siguo-t- que denota diclio a u memo , y tendre que 
’-ha — 1 ) ~~-ha-hbzza-hb, 

Couiparando estos resultados con la regia, y ge- 
neranzandola a los polinomios, resulta L. Q. D. Do 
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Cor. De donde se sigue en general que 
a — (dzb)zzaqzb , y a — ( rp b)=a dz b. 

Esc . El segundo resultado de la operacion de su* 
mar corresponde al lenguage iromco d un hombre le 
han heclio pobre con dddivas , que quiere decir que 
le han aumentado gastos. Igualmente , el segundo re- 
sultado de la operacion de restar corresponde d hacer 
rico d un hombre quitdndole j pero sera quitandole 
gastos . Mas el Algebra, que es una lengua perfecta, 
no admite palabras de doble sentido, ni capciosas; 
en ella todo esta .perfectamente determinado , todo es 
verdad , todo exactitud. 

1 13 Para restar polinomios se escribe el minuen- 
do (si se quiere dentro de parentesis), despues el sig- 
no — , y luego el sustraendo dentro de un parentesis j 
despues se practica la regia quitando los parentesis , 
cuidando de mudar los signos del sustraendo , y se 
simplifica , como se ve en este ejemplo. 

Si de 1 8 a 7 b 2 — $c 4 d-+-ga 2 b 2 cZ 
quiero restar 4 a 2 b 2 c* — 3 a 7 b 2 — 7 c^d, 
ejecutare la operacion como aqui se ve : 

1 8 a?b 2 — 5 c*d-\~ga 2 b 2 c 3 — (4 a 2 b 2 c 3 — la^^^yc^d)— 

1 8u?h 2 — $c 4 d-hga 2 b 2 c 3 *-~±a 2 b 2 c 3 -h$a 7 b 2 -i-'jc 4 d~ 
2 ia 7 b 2 -t- 2 c 4 d-h$a 2 b 2 c 3 . 

De la rmltiplicacion algebrdica . 

1 14 Multiplicar en Algebra es tomar una canti - 
dad tantas veces como diga otra , y tomarla del mo- 
do que diga se debe tomar. Esto es, el multiplicador 
con sus unidades dice las veces que se debe tomar 
el multiplicand©, y con su signo el modo con que se 
debe tomar. 

Pueden ocurrir tres casos : multiplicar un mono - 
nrio por otro ; un polinomio por un monomio , 6 al con- 
trario $ y un polinomio por otro polinomio. 

Para multiplicar un monomio por otro, hay que 
atender a cuatro cosas : a signos ? coeficientes , letras 
J esponentes. 
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Para demostrar la regia de los signos , me pro- 
pondre multiplicar 4 -a por •+<!?., 6 para mayor send- 
llez y claridad hare b= i, e indicare la operadon 
de este modo: 4 -ax 4 -i; 

ahora , el multiplicador i dice con sus unidades que 
se tome una vez al multiplicando ; y con su signo-b 
dice que se debe tomar como el sea; el multiplican- 
do 4 -a es positivo, luego se debera tomar una vez 
positivamente; luego sera 4-ax4-«i=:4-ia=4-a; 
y en cuahto a los signos dara 4-X4 -=-k 

Sea ahora el multiplicador —i , y tendre indica- 
da la operacion de este modo: 4-ax— i ; 
aqui , el multiplicador con sus unidades dice que se 
debe tomar una vez al multiplicando; y con su sig- 
no que se debe tomar al contrario de como el sea; 
el multiplicando es positivo , luego le debere tomar 
una vez negaiivamente, y tendre 4-ax— a; 
y en cuanto a signos : 4 -x— -=» — . 

Si el multiplicando fuese negativo tal como — a y 
y el multiplicador 4 - 1 , indicaria la operacion de este 
modo: • — a>4 - 1 ; 

donde el multiplicador 4 -r, dice con sus unidades 
que se debe tomar una vez el multiplicando; y con 
su signo , que se debe tomar como el sea; el multi- 
plicando es negativo , luego se debera tomar una 
vez negativamente , y sera -ax4-i= — ia=— a; 
y para los signos dara — X4-= — . 

Finalmente, si el multiplicador fuese • — i, ten- 
dria indicada la operacion de este modo : — ax- — r; 
donde el multiplicador -~-i , dice con sus unidades 
que se debe tomar el multiplicando una vez; y con 
su signo;, que.se debe tomar al contrario de como el 
sea; el muhiplicando es negativo , luego se. debera 
tomar positivamente, y -se tendra — a>—4=4-ia=:4-a; 
y para los signos resultara — x — =-k 

Estos cuatro cases se convierten en estos dos , a 
saber '. . .signos; semefanies^ esto es , 4 -* Por- 4 - 6 — ■ 
por 6 en general zb pqr :: zb 6 zp por zp , dan stem + 
pro 4 - en el producto ; y signos desemej antes } est 0 es ? 



Algebra. 89 

4- for — . 6 — for •+ , 6 en general dr for rp: 6 rp for 
d^ ? dan siempre — - en e/ producto . 

Los coeticientes se jnultiplican por las reglas de 
Aritmetica ; porque si axb=.ab , de multipiiear 2^ 
por 3/7 , debe resultar (61 , 3. 0 ) an producto seis ve- 
ces mayor que a/?, esto es , 2x3 at o 6afr. 

Las letras que son diferentes en ambos factores, 
se ponen unas d continuacion de otras sin interposicion 
de signos ningunos (103). 

En punto a los esponentes , los de una misma le- 
tra se suman ; porque si se tiene que multipiiear a 3 
por a 2 , indicando y ejecutando la operaclon como 
aqul se ve : a 3 xa 2 zz:aaaxaa—aaaau=a 5 =za 3 ~ Jh2 
resultara la regia. 

Asi, para multipiiear ^b 3 a 4 c 2 e por 5 a 3 b s cd 4 y 
dire: por da -t- 5 que pondre en el producto; 4 

por $ son 20 , que pondre despues del signo -fq /? 3 
por b 5 , sumando sus esponentes, sera h 8 ; a 4 por a 3 
dara a?j c 2 por c , sumandos sus esponentes 2 y 1 
dara c 3 ;‘y como no hay e en el multiplicador ni d 
en el multiplicando , se pondran despues de lo que 
ya hemos sacado , y se tendra que 
-h 4 b 3 a 4 c 2 ex-h')a 3 b 5 cd 4 —-b 2 ob 8 a 7 c 3 ed 4 -. 

Si los esponentes son indeterminados , se indica 
la.suma de los de los factores; asi, si quiero multi- 
plicar -b^a m b 2 c fl d r por — 7 b s a t e 7 d s , 
tendre que el producto sera —2 1 a m ~ Jht D 2 ~^ s c ft d r ~ i “ s e 7 , 

1 1 5 Para multipiiear un polinomio por un mo- 
nomio , 6 un monomio por un polinomio , se multi- 
plied cada termino del polinomio por el monomio ; asi, 
si quiero multipiiear 

fyb 2 c 4 ^-j.a 3 d^~h^b 2 cd 4 por — 3 a 5 d^c 3 , 
indicare y ejecutare la operacion de este modo : 
($b 2 c 4 — /\a 3 d 6 -t-ib 2 cd ) — X3 a 5 d 6 c 3 = 
l $b 2 C 7a*d 6 -h 1 2 a 8 d 1 l c 3 — 9 b 2 c 4 a 10 Jj 

multiplicare el primer termino ^b~c 4 por — 3 a s d^c 3 y 
1° que (1 14) dara — -1 5 b 2 c 7 u^d 6 - ? luego multiplicare 
d — 4 a 3 d 5 por — r£a 6 d 6 c$ } loque dara +ua 8 c( ii c 3 j 
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y por ultimo multiplicare el -b^Wcd* por — 3 a 5 d 6 c 3 , 
que dara — gb 2 c 4 d lo a 6 , y tendre el producto que 
alii se presenta. 

1 16 Para multiplicar un polinomio por otro , sc 
multiplica todo el multiplicando por el i. er termino 
del multiplicador j despues todo el multiplicando por 
el 2. 0 termino del multiplicador $ despues por el ter - 
cero kfc. j se van colocmdo los productos unos d con- 
tinuacion de otro* con los signos con que vayan sa - 
liendo , y luego se simplified si se puede. 

i.er ej. Si quiero multiplicar a-t-b por a — fa, 
multiplicare primero a+b por a, lo que da a 2 -habj y 
luego a+b por — fa, lo que da — ab — fa 2 , que puesto 
a continuacion del anterior y destruyendo -hab con 
— ab , se tendra 

(a-t-b)(a — b)—a 2 ~hab — ab — b n =a 2 — fa 2 . 

Esc . Este resultado nos dice : que la suma de dos 
cantidades mult ip lie a da por su diferencia , da por 
producto la diferencia de estas cantidades con un es - 
ponente duplo del que tenian en los factorcs. 

Reciprocamente , si dada la diferencia de dos can- 
tidades se quiere descomponer en factores , se pon - 
drd la suma de dichas cantidades multiplicada por 
su diferencia , poniendo d cada una la mitad del es - , 
ponente que tenia . Asi , a 8 — fa^=(a 4 H-fa 3 )(a 4 — fa 3 )j 

m$ — 2-f-n 2 2 )(m^2 — n 2 ^ 

2. 0 ej. Si quiero multiplicar 

4 a 3 fa 2 — 3a 2 fa 3 +5fa 5 pbr 3 a 2 fa — 4 ab 2 , 
indicare y ejecutard la operacion de este modo : 

(4 a 3 b 2 — ^a 2 b 2 -h^b 5 y^a 2 b — 4 afa 2 )= 

1 2 a 5 b 3 —ga^b^~hi $b 6 a 2 — 1 6a 4 fa 4 ~M 2 a*b 5 — 20 afa 7 =: 
12 a 5 b s — 25 a 'fa 4 n- 1 $b 6 a 2 -hi2a*b 5 — 20 ab 7 $ 
multiplicare primero todo el multiplicando por el 
primer termino 3 a 2 b del multiplicador , lo que da 
el producto 12 a 5 b z — ga 4 b^i jfa^o 2 $ despues mul- 
tiplicare todo el multiplicando por el seg undo ter- 
mino — 4afa 2 del multiplicador ? e ire colocando el 
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product'o a continuation del anterior , y ejecuto la 
reduccion como alii se ve. 

3. 0 — Z? 3 )= a9b z ~ha 12 -b 

63b»+b 6 a 6 —a 6 b 6 —a9b2—b l2 ^a^a 12 —b 12 . 

De la division algcbrdica . 

1 17 Dividir en Algebra es buscar cudntas veces 
una cantidad contiene d otra , y dei modo que la con - 
tiene ; de donde resulta que el divisor multipiicado 
por el cociente debe dar el dividendo ; y por lo mismo 
se puede decir tambien que dividir es hallar una can - 
tidad que multiplicada for el divisor de el dividendo • 
Para dividir un monomio por otro hay que aten- 
der a cuatro cosas, que son: i.° signos^ 2. 0 coeficien- 
tesj 3. 0 letras ; y 4. 0 esponentes . 

i.° Signos semejantes dan era el cociente , y 
deseme j antes dan — . 

Bern. Como el signo del divisor , combinado con 
el que haya de llevar el cociente , ha de producir el 
del dividendo , cuando el dividendo tenga el signo -+■ 
el cociente tendra el mismo signo que el divisor; pues 
solo signos semejantes (114) producen *+•; y cuando 
el dividendo tenga el signo — , el cociente llevara 
signo contrario al que tenga el divisor ; pues estos 
son (114) los que producen*—; 

— — 

4 - 5 — - ’ -h ? — 3 

6 en general 

== q= 3 = =F 

que es L. Q. D. D. 

2. 0 Los coeficientes se dividen por las reglas de 
la Ar it met ic a ; y si no se pueden dividir con exacti - 
tu d j se simplifies si se puede. 

Bern. Como el cociente multiplicado por el divi- 
sor ha de dar el dividendo , el coehciente del cocien- 
te por el del divisor ha de producir el del dividen'- 
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do y luego el coeficiente del cociente debera ser , lo 
que resulte de dividir el del dividendo por el del di- 
visor. L. Q. D. D. 

3. 0 Los letras diferentes que tengan el dividen- 
do y divisor y se dejan donde esten j y las letras que 
hay a comunes , sin esponente 6 con uno mismo , se bor - 
ran en ambos terminos. 

Dem. Lo primero es porque de este manera que- 
da indicada la operacion j y lo segundo , porque en 
el cociente no puede haber nada que sea comun a los 
dos terminos de la division j pues al hacer la multi- 
plication resultarian duplicadas en el producto, y no 
cotno estan en el dividendo , que es lo que debe re- 
sultar. L. Q. D. D. 

4-° Si las letras comunes tienen esponentes dife- 
rentes , se resta el menor del mayor y y queda la le- 
tra en el termino que tiene mayor esponente , con un 
esponente igual a la diferencia hallada. 

Dem . Esto equivale a suprimir en ambos termi- 
nos lo que tienen de comun. L. Q. D. D. 

Entendido esto, vamos a resolver algunos ejemplos. 

i.° Si quisiera dividir 12 a^b 2 c 3 d 2 por — ba^c 7 e 
dlria : -+• del dividendo (104) dividido por — , da — ; 
12 dividido por 3 da 4 \ a$ dividido por a 3 , es d 2 y 
porque restando el esponente 2 de la a del divisor, 
del esponente 5 de la a del dividendo , queda 2 $ b 2 
dividido por by es b , porque 2 — 1 = 1, y b 1 =zb - 7 c 3 
dividido par c 7 da c* en el divisor , porque la dife- 
rencia entre 3 y 7 es 4, y en el divisor es donde hay 
mayor esponente ; la d 2 quedara en el dividendo, y 
la e en el divisor 5 de manera que tendre 

12 a$b 2 c 3 d 2 4 a 2 bd 2 

*~lba 3 c 7 e c 4 e 

2. 0 Si tuviera que ejecutar esta division indicada 
20 a^c m d 5 f , 

dina : •+- por *+- da h- . que no pongo 

a8 4 b 2 c"d r f 2 9 * 7 ^ r 

(104); 20 dividido por 8 no se puede ejecutar, y asi 



simplificare dividiendo ambas cantidades por 4 , lo 
que las reducira a •§ j ahora dire : a$ dividido por a* 
es a 5 en el dividendo j b 5 dividido por b 2 da b 3 j c m 
dividido por c n no podemos hacer sino indicarloj pe- 
ro como no sabemos si m es mayor que n 6 n mayor 
que m y no sabemos cual se debe restar de cualj po- 
deraos restar la n de la m y dejar en el numerador 
del cociente c m 6 al contrario ? y dejar c n m en 
el denominador , pues siempre el cociente por el di- 
visor da el dividendo $ pero preferiremos el dejar 
c m ^ n que es mas sencillo 5 y haciendo io mismo con 
las demas letras tendremos 

20 a%*c m d s f__ $ a 5b3c m — n d s — r / _ 
taWc’Wf* If ’ ° ~l c”— m d r — s f 

1 18 Consideremos ahora los resultados que puede 
c m 

dar la espresion — = c m n (A). 
c n 

Aqui puede ocurrir que m > n, 6 m—n, 6 m<n. 
i.° Si m>n sera necesario anadir a n una can- 
tidad cualquiera u, para que sea igual con de ma- 
im que m—n-bUj y sustituyendo este valor en la 

c m 

espresion (A) ? sera — : ~c m n —c n ~^~ u ~~ n zzc u y 

porque 4-n y — n se destruyen. Este caso no nos en-* 
sena nada de nuevo. 

a. 0 Si mzzn , sustituyendo en (A) , sera 




squi encuentro una espresion c°, desconocida ; asi 7 
para ver lo que significa hare la sustitucion de n por 
w antes de indicar la resta de los esponentes, y tendr£ 




porque todacamidad dividida por simisma da (5 1,3.°) 



p4 Algebra. 

la unidad ; luego tengo aqui do s espresiones c° j i 

c m 

que son el resultado de una misma — j luego seran 

(intr. ax 5. 0 ) iguales entre si, y se tendra c°=i; 
pero c espresa una cantidad cualquiera luego toda 
cantidad eievada a cero es igual & La unidad . 

3. 0 Si , ahadiendo a m una cantidad cual- 
quiera u, para que sea igual con n sera m *4* 
y poniendo en (A) en vez de n este valor , tendre 

r m — n Q m — (?n~j-u) r m — m — u ==c — u 

c n 

Tambien hallo aqui una espresion c~~ u no conocida; 
asi , para indagar lo que espresa , hare la sustitucion 
antes de indicar la resta de los esponentes , y tendre 

c m c m c m t 

c m t 

donde tengo dos valores de — , a saber: c~~ u y --- 

c c 

que por io dicho (intr. ax. 5. 0 ) seran iguales, y ten- 




que dice que toda cantidad se puede trasladar del 
divisor al dividendo , 6 al contrario , mudando el sig- 
no d su esponente . 

Esta proposicion se puede demostrar directamen- 
te de este modo. 

ax m 

Sea la fraccion propuesta. Si el numerador 

bz n 

se multiplica por z n xz n —z n n —z°= 1 5 no se al- 
terara la fraccion j y por la misma razon , tainpo- 
co se alterara mukipiicando su denominador pot 
x n .x — luego se tendra 
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. .= — ; suprimiendo en ambos terini- 

"bz" bz".x m .x— m ’ e 

nos los factores cotnunes x m .z n } resulta 

ax 711 * az n 

bz 11 bx m 

1 1 9 Para dividir Unpolinomio por ua monomio, 
se divide cada termino del polinomio por el monomioy 
porque dividiendo todas'las partes del divideado, y 
reuniendo todos los cocientes debe resultar (intr, 
ax. 3. 0 ) el cociente total. 
f Asi , si quiero dividir la eantidad 

— i2a 4 c 3 ~h%b 4 c s por *-~ 6 a 3 bc 4 7 tendre 



j C 1 5«^ 2 , 


$a 3 b 




- 


— 6 a^bc 4 


2 c 4 7 






„ —12 a 4 c 3 

2 0 - 


- 2 V 3° 


%Mc5 


4 b^c 


—6a 3 bc 4 


be 


— 6a^bc 4 





: ic a 6 b 2 — I2a 4 c 3 -b8b 4 c s 2 a <a 3 b /\b 3 c 

luego — - = — — ■ — - • 

— 6 a 3 bc 4 be 2 c 4 3 a 3 

. 120 Para dividir un polinomio por otro, lo pri- 
mero que se hara es ordenar j para lo cual se vera 
la letra que esta mas repetida ea el divideado y di- 
visor , y se volveran a escribir principiando en am- 
bos por el termino en que dicha letra tenga mayor 
esponente $ despues el que tenga el esponente inme- 
diato menor &q. 

Hecho esto> dividase el 1 ,er termino del divider 
do por el i. Q del divisor ? y se tendrd un termino del 
cociente 5 multi pliqiiese este termino por todo el divi- 
sor , y restese el producto de todo el dividendo (lo 
cual se conseguira mudando los signos del producto 
conforme se vaya formando) y se hard la destrucciori 
que se pueda. Despues se divide el i.er termino de es- 
ta resta por el i.° del divisor ? lo que dard el 2. 0 ter- 
toino del cociente 7 despues se ejecutard la multipiica~ 
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cion y resta ; y se continuard del mismo modo Tiasta 
que se halle cociente exact o , o hast a que el mayor es- 
portent e de la letra por que se ordena , sea en la resta 
menor que el mayor de la misma en el divisor j enton- 
ces no hay cociente exacto , y se indica la division 
de la resta por el divisor (49). 

Ejeirip. Quiero dividir 

a 3 b 3 c — ab 2 c 2 -2a 4 b 2 c-i-a 3 bc- : b2a 1 bc*' — a 3 c z 
por a 2 -hb 2 — 2 ab. 

Para or denar , veo^que la a es la que se halla 
mas repetida en ambos terminos , y ordenando por 
eila tendre 

a 5 bc — 2 a 4 b 2 c-+-a 3 b 3 c-h2a 2 bc 2 — ab 2 c 2 a 2 — 2ab~hb 2 

— a 3 c 2 

* — a 5 bc-h2a*b 2 c — a 3 b 3 c a 3 bc — -ac 2. 



— a 3 c 2 -+-2a 2 bc 2 — ab 2 c 2 
-h a 3 c 2 — 2 a 2 bc 2 ~bab 2 c 2 



000 

Ahora empezare la division diciendo : a 5 bc divi- 
dido por a 2 es a 3 bc , que pondre en el cociente , ha- 
re la multiplicacion de a 3 bc por todo el divisor , di- 
ciendo : 4- por . da + , y como se ha de restar es — 
que pongo debajo del -b que debia tener el 1 i*r ter- 
mino del dividendo j a 3 bc por a 2 da a^bc , que pon- 
go despues del signo — 5 continue ; por — da 
~ , que como se ha de restar es h- j aZbc por 2 ab 
es 2 a 4 b 2 c , que pongo despues del signo -h por 
+ da-p, que como se ha de restar sera — j a 3 be 
por b 2 da a 3 b 3 c , que pondre tambien $ tirare una 
raya para poner debajo de ella la resta que quede 
despues de hecha la destruction j pero advirtiendo 
que -i-a^bc de arriba con — a 5 bc de abajo se destru- 
yen , que — 2a b 2 c se destruye con h-2 a 4 b*c , y 
~i-a 3 b 3 c con —a 3 b 3 c y pongo debajo de' la raya lo 
que queda , que es — a 3 c 2 -h2a 2 bc 2 — ab 2 c 2 . 

til 1 .er lemiiuo de esta resta — a 3 c 2 > le dividire 
por a 2 primero del divisor 5 lo que dara — ac 1 j niui- 
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tiplico y resto , diciendo : — por *+• da — , y como 
se ha de restar es -h, que pongo debajo del signo — 
del — a 2 c 2 j a 2 por ac 2 es a 3 c 2 que pongo ; continuo 
— -ac 2 por — 2 ab es +2a 2 /7c 2 , que como se ha de res- 
tar pongo —2 a 2 bc 2 j sigo : — ac 2 por b 2 es — ab 2 c 2 , 
que como se ha de restar sera +ab 2 c 2 j y como es- 
tos terminos se destruyen con sus correspondiemes, 
pondre debajo de la raya o por resta , y tengo que 
el cociente sera a 3 bc — ac 2 . 

Dem. El ordenar es una operacion que se pue- 
de hacer , porque esto no altera el valor de los ter- 
minos de la division j y se debe practicar , porque 
muchas cantidades (como la anterior) que ordenadas 
dan cociente exacto, no le darian sin esta circunstan- 
cia , y el resultado debe ser siempre el mas sencilio. 

Todo lo demas es enteramente analogo a 1 proce* 
dimiento aritmeiico ($3), y se reduce a buscar los 
diferent.es terminos de un polinomio que multjplica- 
do por el divisor de el dividendo , que es L.Q.D.D. 

Esc. La multiplication del cociente por el primer 
termino del divisor se puede omitir j porque como 
dara el 1 ,er termino del dividendo, y se ha de res- 
tar de el, se podra tachar inmediatamente el 1 . er ter- 
mino del dividendo y multi plicar desde el 2. 0 del 
divisor en adelante , que es lo que se ve en el ejem- 



* 6 ~b 6 

-*-a 4 b 2 

+a 2 b* 

+-b 6 



a 2 — b 2 



a4+a 2 b 2 ^b'4 



plo siguiente. 

Si quiero dividir 
a 6 —b 6 por a 2 — h 2 , 
hare la operacion co- 
mo aqui se presenta. 

Donde veo que 

sale cociente exacto , porque el -+-b 6 que resulta. 
se destruye con el — b 6 del dividendo. 

De los quebrados liter ales. 

12 1 Los quebrados literales 6 algebraicos se cal- 
culan del misLiio modo que los numericos j porque to- 
das las demostrationes que dimos respecto de estos, 

7 T. I. 
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estaban concebidas en terminos generales. Asi, su va- 
lor no se alterara aun cuando se multipliquen 6 par-* 
tan sus dos terminos por una misma can ri dad. Por 
esta causa se reduciran a un comun denominador del 
mismo modo que aquellos(68)j de manera que si ten- 

i u a a c m P 
go los quebrado^ — , — , — , 

bdnq 

quedaranreducidos a un comun denominador, si mul- 
ti plico los dos terminos del primero por dnq , los del 
segundo por bnq , los del tercero por bdq , y los del 
cuarto por bdn ? cuya operation los transformara en 

adnq cbnq mbdq bdnp 
bdnq ’ bdnq bdnq bdnq 

Igualmente, si se dan quebrados con factores 6 Ie- 
tras comunes arriba y abajo, se podran suprimir y que- 

■j , . i • r* i * / dd a ad-hbci a 

daran simplificados, Asi , — - =r— , y — — — =-r ? 

d c cl c d- ~h bd d 

pues en el numerador y denominador del primero es 
comun la d, y en los dos terminos del segundo es 
comun el factor d-hb , que suprimido se convertira 
el quebrado en lo que hemos puesto. 

122 Para sumarlos se hard lo mismo que con los 
numericos (70). 

__ a m an bm an-*~bm 

De manera que - — h -r= ; — h = — ; . 

b n bn bn bn 

123 Para restar los se hard lo mismo que con los 

, a m 

numericos (73). Asi , si de— quiero restar — , tendre 

0 n 

a m an bm an — bm 

U n bn bn bn 

124 Para reducir aqui un entero a la especie del 
quebrado que le acompana , ya sea por via de suma 
6 de resta , se multiplica el entero por el denominador 
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del quebrado , con esto se suma el numerador del que - 
brado cuando este lleva el signo - -H , 6 se resta cuan - 
do' e/ — , y d todo esto se le pone por denomina* 

a 4 

dor el del quebrado . Sea la espresion a 2 -bb 2 - h— 

la que se quiera reducir ; multiplicare el entero a 2 -hb z 
por el denoiuinador b 2 — a 2 , que me da (116 esc.) 
b 4 — a 4 j con esto sumare el numerador a 4 ' , y a la su- 
ma le pondre por denominador el del quebrado , en 



csta forma : a 2 ^b 2 -r 



a 4 ^a 2 -hb 2 )(b 2 —a 2 )-ha 4 



b 2 ^a 2 
b 4 ~a 4 -ha 4 b 4 



b 2 ~a 2 



b 2 ~-a 2 b 2 — a 2 

12 5 Para multiplicarlos se hace lo dicho (7 6); de 
manera que 

a m am a-hm a~m (a-bm)(a-~m) a 2 — m % 

b n b c 2 ~~n 2 c 2 -bn 2 (c 2 — rc 2 )(c 2 ~wi 2 ) c 4 — n 4 

Y para multiplicar un quebrado por un entero 6 
al contrario a se multiplicar d el numerador del que - 
brado por el entero , como aqui se ve : 

a ac m -w (a 2 -hb 2 )m a 2 m-hb 2 m 

. T xc=-,y ^ 

b b J n n n 

12 6 Para dividirlos se ejecutard lo dicho (79)7 
de manera que 

a 'in an a~\*m c — n (a+m^a—m) a 2 — m 2 

b n bm 1 ^ c-hn * a —m (ch-w)(c— «) c 2 — n 2 

Slsc tratase de dividir up entero por un quebra- 

, c ad 2 

do, se practicaria lo dicho (Bo) j a si, a:~ 

Para dividir\un quebrado por un entero 2 se prac* 
ticard lo dicho (81) j asi 7 



ill 



coo 
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De la elevation a potencies y estraccion de raices de 
los monomios . 

1*27 Se llama en general potencia de una eantt- 
dad , al product o de multiplica r dicha cantidad por 
si misma cierto numero de veces ; si se multiplica 
una vez^ resulta la segunda potencia 6 cuadradoj si 
se multiplica dos veces , resulta la tercera 6 cubo j si 
tres , la cuartaj y si n, la potencia del grado w-h i. 
La cantidad que se multiplica se llama raiz j y en 
general , se llama raiz de una cantidad aquella que 
multipticada por si misma cierto numero de veces pro - 
dace- la cantidad primitive 

128 Para indicar que lina cantidad se ha de efe* 
var a una potencia , si consta solo de una letra > bas- 
taponerle a sU derecha un poco mias alto el numero 
que espresa la potencia a que se ha- de elevar , y si 
la cantidad tiene mas de una letra 6 tiene esponen- 
te 2, se encierra dentro de un parentesis, y fuera de 
este se coloca un poco mas elevado el numero que 
espresa la potencia , el cual se llama esponente de la 
potencia. Asi , para indicar que la cantidad 2 ab se 
ha de elevar al cuadrado, se escribira (2 ab) 2 , que 
(106) se lee : dos ab elevado d dos (2 ab) z se lee : dos 
ab elevado d tres , y (2 ab) n se lee : dos ab elevado d n * 
Los grados de las potencias se han deducido del 
numero de veces que entra por factor la raiz , que 
son tantas como unidades' tiene Cl esponente j por la 
que toda cantidad sin esponente 6 con 1 , es su pri~ 
raera potencia-.. Las multiplicaciones son tantas menos 
una como unidades tiene el esponente. 

La elevacion a potencias es el caso particular de 
la multiplicacion , en que los factores son iguaies$ 
pero aquisok) se necesita atender ; r.° a signets', 2° 
a coefitientes y 3. 0 a esponent.es. 
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r.° Si el esponente de la potencia es numero par 9 
el signo de la potencia sera siempre + } y si es impar , 
el signo que lleve la potencia sera el que tenga la raiz . 
Porque si la raiz lleva el signo -h, combinado cual- 
quier numero de veces siempre dara pero si lle- 
va — , cuando el esponente sea par, como un numero 
par de signos — en la multiplicacion producen 
y un numero impar producen — 3 resulta la regia 
de los signos. 

2.° De los coeficientes se formard la potencia que 
diga el esponente , esto es , se multiplicardn por si 
tnismos tantas veces mends una como umdades tenga 
el esponente j porque en la operacion de multiplicar, 
los coeficientes se multi piican (114) los unos por los 
otros , y aqui dichos coeficientes son iguales. 

3. 0 En punto a esponentes se multiplicard el de 
la cantidad por el de la potencia. Porque en la mul- 
tiplicacion se suman j y aqui habra que sumar cada 
esponente consigo mismo , tantas veces comb uni- 
dades tenga el de la potencia , que equivale, a mul- 
tipiicarlos. 

Cor . De lo dicho (125) y de lo que acabamos de 
manifestar , se infiere que para formar potencias de 
quebrados, se formard la del numerador y denomi - 
rndor . 

Aplicando las reglas a estos ejemplos se tendra 

1. ° (a 2 ) 3 —a 2 Xa 2 xa 2 ~d 2 ~^ 2 ~*~ 2 ==:a 6 zza 2X Z $ 

2. ° ( — 4 ab 3 n 5 ) 5 z r: — ^a^b l ^n 23 — — 1024 afy'^n 2 *} 

3. 0 (6a 2 6 ;7 cO m =6^ 2 ' w b^"c r;w i 

0 a 2 b^c^^ ( 3 a 2 b 3 c 4 y 2ja 6 b^c 12 

4 ' \4.e 2 d5p) ~(^e i dsp'/~6^d 1 5 f c S 

Los cuales manifiestan que la potencia de un pro- 
ducto 6 de un quebrado , es lo mismo que el producto 
6 cociente de la misma potencia de cada uno de los 
factores 6 tcrminos del quebrado. 

129 Para indicar que se ha de proceder de la 
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potencia a la raiz, se usa del signo radical centre 
sns ramas 6 piernas se pone el esponente radical . , 
que es el numero que espresa el grado de la raiz que 
se quiere estraer j y debajo del signo se pone la can- 
tidad. cuya raiz se quiere sacar. 

Como estraer raices es buscar ana cantidad , que 
entrando por factor tantas veces como unidadcs tiene 
el esponente radical , produzca la cantidad dada , que 
se considera como potencia : estableceremos por regia. 

i .° Si el esponente radical es par , la raiz Vlevard 
cl signo de ambigiiedad ; y si el esponente radical es 
impary la raiz { levari el inis mo signo de la cantidad . 
Porque cuando la potencia es de grado par , siem- 
pre tiene (128 , i.°) el signo bien. tenga la raiz 
el -+• 6 el —3 y cuando la potencia es de grado impar 
lleva el mismo signo que tenia la raiz. 

2. 0 De los coelieientes se dejard indicada la oper 
radon debajo del radical , hasta que se sepan estraer 
las raices de los niimeros. 

3. 0 En punto d esponentes , se dividird el espo- 
nente de la cantidad por el del radical . Porque esta 
operacion es la inversa de elevar a potencias , y en 
este operacion se multiplican. 

As! , si quiero estraer la raiz cuadrada de a 6 b 8 , 
observare que ocurriendo con mucha frecuencia el 
estraer raices cuadradas , se omite el esponente 2 del 

2 

radical j de modo que s/ a 6 b 8 es lo mismo que \/ a°b Q j 
y ejecutando la operacion del modo que acabamos dc 

■ £ g 

decir, sera i.° V'a ^ 3 =dha*b* = db a z b 4 y 

3 

2. 0 — a^b 12 c9 z= 2 *—a 2 b*c 3 j 

t r s 2 

n n 2 JL- 

3. 0 V r /a 5 b r c s d z =r \/ yxa 11 b n c n d n 

Si fuesen quebrados , se , estraerd la raiz del nu - 



algebra. 103 

tnerador y la del denominador , en esta forma : 

m r 5 

. » o n n n ” 

a m b r c 5 a b c 






b* 



b 37 



d 7 f 



3 D s ' 



S f 



7 

d n f 11 e n 

lo cual esta fundado en que para elevar a potencias 
lin quebrado , se ha de .elevar el numerador y el 
denominador 3 por lo que $qui se debera seguir la 
regia contraria; de dotide se deduce que la raiz de 
un prodycto 6 de un quebrado es io mismo que el pro- 
duct 0 6 cociente de las raices de l os f actor es y 6 ten 
minos del „quebradoi 

130 Cuando la division de ios esponentes no se 
puede.hacer exactamente , aun debe permanecer ra- 
dical eii la espresion j pero se debe sacar de el todo 
lo que se 'pueda; para lo cual del esponente 1 fraccio- 
nario que result a de quitar.cl radical , se sacan los en - 
teros que se puedan y y aquella cantidad se descompone 
en factores poniendo por primer factor la cantidad 
con el esponente entero , y por segundo la misma can- 
tidad cow el esponente quebrado ; y luego se vuelve d 
restablecer . el radical poniendo ewtre sus piernas el 
denominador del quebrado y y debajo de el la cantidad 
con el numerador .del quebrado por esponente. 

Asi , si q.uiero estraer la raiz ciibica de a^b^c 6 , 
ejecutare la operacion como aqui se ve : 



3 



iyl 5 



a^b^c 6 = a'*b' 6 c*=:a l ' 6 b 2 * c 2 =s 

aa*b 2 b~*c 2 = ab 2 c 2 a~z b f —ab 2 c 2 s/ a 2 b . 

Esto esta fundado (120) en que la raiz de un pro- 
ducto de tantos factores como se quiera , es igual al 
product© de las raices del mismo grado de los fac- 
tores. . 

1 31 Estas cantidades que estan afectas del signo 

_ 3 _ 

V se llaman cantidades radicate s y asi, \/ a, s/b y tec* 
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son cantidades radicaJes , cuando a y b se represent 
ten por numeros , podra suceder que a v. g. sea un 
riiiuiero cuadrado como i , 4, 9, 16 &c. 6 fV & c > 
y que b sea un nuinerb cubico , como i, 8, 27, &c. 
q &c. En este caso el radical desaparecera; 
pero cuando no sea ninguno de estos numeros , como 
cuando a valga 2,3,$, &c. y b sea 2, 3, 4, 5 , &c. 
no tiene raiz exacia • y es imposible hallar un nume- 
ro entero ni quebrado que esprese el valor de estos 
radicales $ por lo cual s/z, V V^5> V 6 &c. 

3 3 3 a 

2, v 3, \/$ &c. 5 se llaman numeros sordos , irra - 
donates o incomensurables . 

132 Con los radicales se hacen las mismas ope- 
rations que con las demas cantidades. 

La suma y la resta se ejecutan en un todo lo mis* 
mo j solo que para que los terminos sean semejantes 
han de tener un mismo esponente radical , y unas 
mismas letras y esponentes fuera del radical y 
debajo. 

133 Para multiplicarlos , si el radical es de un 
mismo grado se pondrd (129) debajo del radical el 
producto de las cantidades j y despues se verd si se 
puede sacur algo de debajo del radical (130). 

4 4 4 4 

Por ejetnplo: \/ a 3 bx\/ a 2 bc 2 ~\/ a 5 b 2 c 2 —a\/ ab 2 c*. 

Cuando los radicales 110 tienen un mismo espo- 
nente , se reducen a el multiplicando los esponentes 
de cada cantidad y de cada radical , por el producto 
de los esponentes de los radicales de los demas . 

Esto esta fundado en lo-dicho (68) ; pues si se 
quitan los radicales pcniendo a las letras esponentes 
fraccionarios (1 30) , no habra mas difercncia si no 
que aqui los esponentes de los radicales hacen ofitios 
de denominadores , y los de las letras hacen oficios 
de numeradores. Asi , si quiero reducir a un mismo 
3 4 _ 

esponente radical los \/a 2 b 2 , \/a 3 b 2 , \/ an, multi- 
plicare priinero todos los esponentes radicales dicien- 
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do: 3 por 4 son 12512 por 2 esponente del tercero 
son 24, y este sera el esponente cornua del radical; 
ahora, para saber ios que deben tener las cantidades 
que se hallan debajo de cada radical, multiplicare 
los esponentes de las letras que se hallan debajo del 
primero por 8 , producto de 4 por 2 ; los de las que 
se hallan debajo del segundo por 6 , producto de 3 
por 2 ; y los de las que se hallan debajo del tercero 
por 1 2 , producto de 3 por 4 ; de manera que di- 
chos radicales los tendre reducidos a 



24 



24 



24 



J/W 2 , J/"V 2 n 12 ; 
y si los quisiera multiplicar sacaria'por prodacto 



24 



24 



24 



j/a l 6 b l 6 ) xp/a l 8 o l 2 J Xl/'? l:i n 12 ' =s 



* 24 



24 



a4 6 b 28 n 12 =z al-^y a 22 b A n 12 . 

134 Para dividirlos ? cuando los radicales ten- 
gan un mismo esponente , quedara hecha la di- 
vision (129) con poner debajo de un radical del mis - 
m grado el cociente de-las cantidades que haya debajo. 

Luego */a 3 ^e _|/ _i/ 

y/a 2 b 3 cd 1 a^cd 1 

Si no tienen el mismo esponente radical , se redu- 
ction a el , como se ve en el ejemplo siguiente: 



bd z 



V r a z bc 2 



12 

s/ a 8 Mc 8 



12 



\Za 2 b^d 2 



\/u 6 bVd 6 



=f/ 



o 8 Mc 8 



a 6 bH 6 



12 

L l__ 

b*d 6 



2 C 8 



13$ Para elevarlos a una potencia cualquiera 
basta (133) elevar la cantidad que estd debajo d la 
tirisma popencia , dejando el mismo esponente del ra<- 
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dical j porque elevar \/a 2 b 4 a la segunda potencia, 
es efeetuar el producto 

$ _ S 5 5-__ 5 

(\/ a 2 b^) 2 =\/ a 3 b4'X‘v / a 2 b 4 -=z\/ a Cu cfi -=:ab\/ ab 2 
Como estraer raices es lo contrario de elevar 6 
potencias , para estraer la raiz de una cantidad ra- 
dical , se dividird el esponente de la cantidad que ham 
ya debajoj por el esponente de la raiz que se quiera sa - 
car , y al resultado se le potulrd el mismo radical . 

3 8 

ASi ’ \/!/ = P ei '° C0m0 h0 Siem * 



pre se podra ejecutar la division exactamente , con 
el fin de que en el resultado solo liaya un radical, 
se multiplica el esponente del radical primitivo por 
el de i±i raiz que se quiere sacar , sin llegar d las 
cantidades que hay • debajo del signo radical Asi$ 




*5 ; 

s/ a 2 b 2 C. 



De las espresiones imaginarias . i 

' 13 6 Hemos visto (128) que al elevar una cantN 
dad a una potencia par, sieinpre resultaba el sigtio 
*+• j de doade se deduce que uimg una cantidad nega- 
tiva puede ser potencia de grado par; luego si nos 
pidiesen una raiz de grado par de una cantidad ne- 
gativa, se nos pedia an iuiposible ; no obstante ocur- 
re esto con mucha frecuencia , y pe r esta causa, a 
estas espresiones se les ha dado el nombre de ima- 
ginarias. 

4 6. i 2 n r*. 

As 1, \/— a 2 , y—a 3 , — b 5 y \/—a m 

son espresiones imaginarias. 

Antes de ensenar como se calculan , demostrare- 
mos esta proposition. 

Toda espresion imuginairia se puede dsscomponer 
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en dos f actores : el uno real que sera nn radical del 
mismo grado , que. contenga debajo de si la cantidad 
veal ; y el otro un radical del mismo grado que con- 
tenga debajo. de. si la unidad con el signo negative . 

' 2 n 

En efecto , sea la espresion \/—‘a m 0 y se tendra 
que como toda cantidad s,e puede considerar multi- 
plicada por la unidad , sera 

i a M =z~hi x — a m =— i X^a m j 

i 2 n ' w 2W 

luego \/ —a m —\/a m x— i=(§ I 2 p)cr /J x( — i) 2n j 

2 n 2 n 

y restableciendo los radicales sera \ / 'a m xV'~ que 
era L. Q. D. D, (*) . 

.137 Con las imaginarias se hacen las mismas o* 
peraciones que con las cantidades reaies. La suma y 
la Vesta se practican por las reglas dadas (132). 

13 8 Para multiplicarlas se descompondrdn antes 

(*)-■ Mr, - x 4 . X-. CntLchy da Puentes y 
Calzadas , en ju Gurso de Analisis de /a Escuela Poli- 
ticniea , dice, qwe toda. ecuacion.imaginaria es la re- 
presentacion simbolica de dos ecuaciones entre canti- 
dades reales. Por ejemplo , la ecuacion simbolica 

— i=c-f-dV / — *1 equivale solo d las dos ecuacio « 

reales a=c, b=d, 

Este sabio profesor > con quien 7 ie tenido el honor de 
mversar en Paris , desenvuelto con muclia maes - 
ida varios puntos de Analisis' j y se espera con solido 
{undamento que simplificard y aclarard otros varios , 
5«e «o se hallan esplicados con l;a debida exactitude 
d ini meresulta la gran satisfaccion de haber coincidido 
“fain tanto con sus ideas , y aun haberlas llevado al- 
to mas adelante . 

En efecto , en el Resumen de sus lecciones dadas 
en la Escuela Politecnica sobre cl calculo infinitesir 
^1) impreso en 1823, reconociendo la incertidumbre 
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en sus dos factores , y despues se ejecutard la opera- 

cion como en los radicates j asi, para multiplicar 

S/ — a por \/ — b , descompondre a 
\/ — a en s/ axV — i 5 y a s/ — b en \/.bx\/—i> 
y la multiplicacion la hare en esta forma: 

V — axV ~b=s/: axV — JX\/bx \^ — 1 = 

V axVbx{— i) T x(— i)*=\/ abx( — i) 1 ^ 
S/abx — r=— s/i ab „ 

Observando este resultado , echarcmos de ver que 
el producto de dos imaginarias de segundo grado es 
una cdntidad real $ y que el signo que nos resulta es 
contrario al que daria la multiplicacion (114)5 P ues 

teniendo \/—a y \/ — b los signos positivos , debera 

saiir el producto positivo, y vemos que es negativo. 

139 Para dividirlas se descompondran tainbien 

tie los result ados d que puede uno ser conduct do por cl 
empleo de series divergentes , trata de evitar estos in* 
vonvenientes , y dice en la advertencia de dicha obra , 
que £spera , que los que la lean, se convenceran de 
que los principios del Calculo diferencial y sus im- 
portantes aplicaciones se piieden esponer facilmente 
sin la intervencion de las series. T como yo esplicolos 
principios de dicho Calculo , tanto en mi tratado ele- 
mental compuesto en 1807 6 impreso en 1813, como 
en este compendio , sin suponer conocido el desarrollo 
de las series , resulta que me he anticipado diez y sets 
anos en este asunto ; y si se tienepre sente que Mr. Cau- 
chy supone ya conocida la formula del binomio de 
TSleuton , y que yo esplico los principios del espresado 
Calculo diferencial , sin suponer dernostrada de ante- 
mano dicha formula , no se estranard el que yo haya 
asegurado haber llevado algo mas adelante las $0 
de Mr . Cauchy . 
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gn factores el 'dividendo y el divisor $ asi , sera 

\A — a \/ a \/ — 1 

s/ — b s/b s/ —1 

ycomo s / — 1 arriba y s/ — i abajo se pueden su* 



s/a */ a 

primir, quedara — — =(§ 134) |/ — * 



140 Si se multiplican entre si dos binomios de 
esta forma A-hB\/~i , pero que en cada uno sea 
diferente el signo del radical , el producto sera una 
cantidad real, v. g. si multiplico A+B s / — 1 por 
A—Bs/ — 1, tendre {A+B\A — 1) ( A — B\/ — i)=s 
JP*AB — ABs/^+B 2 =A 2 -bB 2 . 



De donde se deduce una regia para descomponer 
en factores la suma de dos cantidades , cuya opera- 
cioa es tnuy socorrida en la practica , y es : que se 
ponga la raiz cuadrada de uno de los terminos en am - 
bos factores por primer termino , y por segundo la raiz 

del otro multiplicada por s/ — 1, pero con diferente 
signo en cada factor j de manera que 

u*-hb 4 =(a 2 -hb 2 s/ — 1) (a 2 — b 2 \/ — 1). 



SEGUNDA PARTE DEL ALGEBRA. 

De la andlisis algebrdica , y resolucion de las ecua * 
clones de primer grado . 

1 41 Se llama ecuacion la igualdad de dos canti- 
dades , como c~a-\-b , lo que se pone a la izquierda 
del signo = 9 se llama primer miembro $ y lo que se 
pone a la derecha ? segundo miembro j y cada una de 
las cantidades y que los forman , se Hainan terminos , 
La parte del Algebra que trata de resolver los pro<* 
bleinas despues de puestos en ecuacion ? se llama a- 
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ndlisis j cuyo espiritu consiste en suponcr conocido 
lo mismo que se trata de averiguar. 

Como en los problemas entran cantidades cono- 
cidas , que se llaman datos , y desconocidas que se 
llairian -incognitas- , las conocidas sc senalan con las 
primeras letras a, i>j c, to’c.' , del alfabeto ; y las in- 
cognitas con las ultimas 2, y, x, n, 

142 Seualadas las cantidades con letras , se pa- 
sa a pi ant ear el problema , que es cifrar en ecuacio- 
nes .todas las condiciones que contiene. Para plantear 
bien un problema es necesario leerle tres 6 cuatro 
veces, hacerse cargo bien del sentido absoluto y ter- 
minante de las palabras, y condiciones a que ban de 
satisfacer las cantidades , y escribir los signos por- 
respondientes. Es , por consiguiente , el planteo de 
un- problema , una rigorosa traduccion del lenguaje 
comun al lenguaje algebraico j y asi, para poder 
ejecutarle con alguna facilidad , se tendra entendido 
que las palabras sumado , agregado , aumentado en 
y sus sinonimas , conducen a poner el signo -h; las 
restcido de , quitado , disminuido en , y sus sino- 
nimas quedan traducidas poniendo el signo — ; las 
mult iplic ado por, tantas veces mayor conducen 
a poner ei signo x ; las dividido por , tantas veces 
menor , to’c. conducen al signo : 6 ray a de la division; 
las tal potencia to*c. al de elevar a potencias ; y las 
estraer tal raiz i&c. al signo radical ; y las palabras 
de , componga , resulte , saiga , y todas sus equiva- 
lentes , quedan traducidas escribiendo el signo =. 

Cuando planteado un problema se hallan tantas 
ecuaciones como incognitas , la cuestion es determi - 
nada ; cuando resultan menos ecuaciones que incog- 
nitas, es indetermimda ; y cuando resultan mas ecua- 
ciones que incognitas , se deberia llamar mas que de - 
tenninada ; pero en este caso la cuestion 6 es absur- 
da , 6 es inutil alguna condicion de las que se dieron; 
por lo que no se considera esta clase de cuestiones. 

Cuando en una ecuacion , considerada por si so- 
la , no hay mas de una incognita , se dice que es de* 
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teminada-j pero cuando hay (los 6 mas incognitas, 
se dice que es indeterininada. 

143 Las ecuaciones , sean determinadas 6 inde- 
tertninadas , se dividen en grados , to man do ei nom- 
bre del mayor esponente que tiene la incognita; asi, 
a~hbx~cx-hd-t-e es una ecuacion de 1 grado , por- 
que la incognita x solo se haila elevada a la prime- 
ra potencia ; y es determinada , porque solo contiene 
la incognita x , La ecuacion ax 2 -hbx—c-\-dx es de 2. 0 
grado, porque el mayor esponente de la incognita es 
2; y es determinada , porque solo contiene la incog- 
nita x ; y la ecuacion ax 2 ’-hbx 9 -\-dz=cx 3 es de 9. 0 gra 
do; y es determinada por la misma razon que las 
anteriores, 

. Las ecuaciones indeterminadas tambien toman el 
nombre del mayor esponente de las incognitas ; pero 
como puede haber terminos donde se hallen multi- 
plicadas 6 divididas entre si, para averiguar el gra- 
do de la ecuacion, se sutnan los esponentes de las 
incognitas que se hallan en el termino que hay mas 
dimensiones desconocidas. V. g. la ecuacion axzzbz-^d 
es indeterminada , porque tiene dos incognitas j y es 
de i.er grado , porque en un mismo termino solo se 
haila una incognita , y es con la unidad por esponen- 
te; la ecuacion ax 3 ~\-bz 3 x 4 z=ax 2 -{~cd , es indetermi- 
nada , porque tiene dos incognitas ; y ademas es de 
7. 0 grado , porque en el segundo termino del pri- 
mer miembro se hallan dos incognitas , la una con 
el esponente 3 , y la otra con 4 ; luego en este ter- 
mino hay siete dimensiones desconocidas. 

Cuando las ecuaciones son de un grado mas e- 
levado al primero , pueden ser de dos maneras : pw- 
m 6 incompletas , que son aquellas en que solo se 
haila la incognita con ei esponente que da nombre 
ala ecuacion; 6 mistas , confyletas 6 afectas - , que 
son aquellas en que , ademas del termino donde se 
haila la incognita con el esponente que da nombre 
a la ecuacion , se encuentra en otros tefminos con 
Uu esponente menor. V. g. x 3 ~^-az=:b , x 5 -i-c=z.d 0 6 
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en general x n —e y son eeuaciones puras de 3. 0 , 5,^ 
y n.° grado. Las eeuaciones x 3 -t- x -hcz=b 3 
x 5 ~hax 3 -hbxzzccl , 6 en geiieral 1 -hbx fl 3 -+* 

^ 5 ’c.=c, son eeuaciones mistas, completas 6 afectas, 
de los mismos grados que las anteriores. 

Esc . Cuando las cantidades conocidas que entran 
en las eeuaciones son numeros , como en estas; 
5 c 2 4-3x=38, z 3 -h2xz=2o , &c. las eeuaciones se 
llaman numericas j y cuando las cantidades conocidas 
estan espresadas por letras* como en x 3 -hax 2 -\-bx=c, 
x 2 -hax=b , &c. las eeuaciones se Hainan literates 6 
algebrdicas. En estas , y siempre que en los calculos 
entran cantidades conocidas enlazadas con las incog* 
nitas , se da el nombre de coeficiente a toda la cam* 
tidad conocida que multiplica a la incognita. V. g. 
en el termino 2x , el coeficiente es 2 j y en la espre- 
sion 2ax el coeficiente es 2 a. 

144. Como el espiritu analitico consiste en ha-* 
liar una 6 mas cosas desconocidas ? en valores de 
las que se dan conocidas , todo el artificio de la ana- 
lisis, cuando ya esta planteado el problema, consis- 
te en determinar d que cantidades conocidas es igual 
6 son iguales las incognitas j y las operaciones que 
se ejecutan para dejarla sola en un miembro, sin coe- 
ficiente , esponente ? ni divisor , y con el signo posi- 
tivo ? se comprenden bajo el nombre de despejo de 
las incognitas . 

145 En el planteo de los problemas (142) se sue- 
len encontrar muchas dificultades, porque las condi- 
ciones a que han de satisfacer las cantidades , estaa 
a veces tan intrincadas y enredosas , que parece ,im- 
posible atinar con la operacton a que deben condu- 
civ j lo cual no sucede as! en el despejo de las incog- 
nitas , que esta f undado en que si con cantidades igua- 
les se hacen operaciones iguales , los resultados son i- 
guales j y ademas nay ana regia para saber las ope- 
raciones que se nan de hacer , que son las cantrarias 
de ius que esten mdicadas con tas cantidades que afic - 
tan d las incognitas . 
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146 En efecto , i.° cuando la incognita se halla 
surnada con otra cantidad , queda despejada pasando 
por via.de resta al otro miembro la cantidad que su- 
maba d la incognita. V. g. si se tiene x -+-a=zb, que^ 
dara despejada la x pasando el termino -ha al otro 
miembro cou el signo — , de este modo x—b-a^ por- 
que siendo x-ha=zb 7 si de ambos miembros quitamos 
la a , sera # -ha — a—b — -a 7 pero en el primer miem- 
bro Hr a y — a se destruyen, luego quedara x=b— a * 

147. 2. 0 Caando una cantidad afecta a la incog- 
'nita por via de resta ? queda despejada pasando al otro 
miembro . dicha cantidad por via de suma. Por ejetn- 
plo, si se tiqne k — a=b , sera x=b-ha j porque si 
a ambos miembros de la ecuacion anadimos una mis- 
ma cantidad a > se tendra x — a~+-a=b-+-a 5 y como 
— a y -i -a se destruyen, quedara x=:b-ha . 

Cor. De estos dos casos se deduce que para pa - 
sar un termino de un miembro d otro basta mudarle si 
■signo j y que si al fin de un cdlculo resulta la incog- 
nita con el signo — , se podrd poner con el signo -h, 
mudando los signos d toda la ecuacion j porque esto 
equivale a trasladar los terminos de un miembro a 
otroj asi, si tuviese — x=a — b podria ponersc =b—a. 

148 3. 0 Cuando una cantidad muitiplica aria in- 
cognita 3 quedara esta despejada partieado el otra 
miembro por lo que muitiplica d la incognita. V. g* 

b 

si se tiene axz=zb 3 resultara x = — j porque si di- 

a 

vidimos ambos miembros de dicha ecuacion por a > 

se tendra ~ — — 5 y como a arriba y a abajo se 
a a 

b 

pueden suprimir (6i ? 4. 0 ) , quedara x — — * 

a 

149 4. 0 Cuando una cantidad divide a la incog- 
nita , se despeja esta multiplicando el otro miembro 
for Jo que divide d la incognita . V. g. si se tiene 

8 T. I. 
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x 

. — z=b y sera x—ab m r porque multiplicando ambos 
a 

; ax 

miembros de la ecuacion por a r se tendra — = ab y 

a 



y suprimiendo en el primer miembro a arriba.y aba- 
j.0 (6 1, 4. 0 ) sera x=ab . 

150 Al despejar una incognita no siempre se 
presentan ecuaciones tan sencillas conio las que he- 
mos considerado hasta ahora , sino que se hallan a 
un tiempo enlazadas con las incognitas las cantida- 
des conocidas, por via de suma, resta, multiplica* 
cion y division 5 y en este caso para despejaria , lo 
primero que se hace es pasar (147 cor.) al primer 
miembro todos Los tenninos donde se halla la incogni- 
ta , y ai segundo todos aquellos donde no se halla . Des- 
pues se quitan todos los divisores de los tenninos don- 
de-hay incognita , /o que se consigue rnultiplicando car 
da ttirmino por el product o de los divisores • de los de - 
mas j .hiego , se descompondrd el primer miembro en dos 
f adores y sacando la incognita fuer a de < un parentesis y 
y encerranda dentro, de el lo que Lamiultiplique j y fi ■- 
nalmente y quedard despejada dividiendo el otromiem - 
bro por lo.que multiplica d la incognita , que es lo que 
se halla dofitro del parentesis, 

Asiy si quiero despejar la incognita en esta ecua- 

. 2x 4 dx x 

.cion 35c — — t-axzz , 

b 7 3 C 

primero pasare al primer miembro los terminos 




— del segundo , y el —a al segundo ? tnu* 



dandoles los signos y y tendre 



2X A.dx x 

3x-h—-~hax' 1 zrw-t-a (A): 

b 7 3c • • 

•ahora quitare los divisores , multiplicando el par 
2 ibc y producto.de los divisores b P yy. , ■ de.dbs.de* 
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mas 



2X 



• el — por 21 c, producto de 7 y 3c ; el ax por 



2\bc , producto de Z?, 7 y 3c 5 el * 



4^5C 



por 3 be, pro- 



ducto de b y 3c 7 el — por 7 b , producto de b y de 75 
S c 

todo el segundo miembro se multiplicar a por 2iZ?c, 
producto de los divisores b , 7 y 3c , y se tendra 
63&CX-H42C5C-H2 ial7cx — 1 2bcdx-h"jbx=z(n’+a)2ibc. 

Esta trasfonnacion no altera la ecuacion (A), por-' 
que equivale a multiplicar sus dos miembros por el 
producto 2i be de todos los di visores $ pues en el ter- 
mino donde haya alguno , queda hecha la mu 4 tipiiea* 
cion con suprimirle (66 cor.). 

Ahora, saeando la x fuera de un parentesis que; 
contenga todo lo que la multiplica, se ten dr a 

jc(6 360-1-4204-2 1 abc—i2bcd-hjb)z=(n-ha')2ibc$ 
y dividiendo por lo que muhiplica a la incognita , re-. 

, , (n-hd)x2ibc 

sultara x== — 

6soc-h'±2c-+-2iabc — nbcd+yb 

Cor. De aqui se deduce que una cantidad que en 
un miembro se hall a como factor puede pasar ai otro 
por di visor ; y al eontrario , toda cantidad que se ha- 
ll a por divisor puede pasar por factor al otro miem- 
bro j y que quitar los divisores de una ecuacion equi- 
vale a multiplicar sus dos miembros por el producto 
de todos ellos. 

15 1 Cuando la incognita se halla elevada a po- 
tencias en una ecuacion pura, se despeja estrayendo 
del otro miembro una raiz del ini smo grado que el de- 
la potencia . V. g. Si se tiene V'zzb, 

n- 

quedara despejada la x poniendo x=z\/b, 
porque siestraemos deambos miembros la raiz n, sera 



n n n J? 

V x u zz.\/br 7 pero \/ x n ~x ? 



n . ;>* 



:x I z=:x P luego xzzy / b. l 
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Si n es un numero par, se debera poner el signodr* 
de manera que si fuese x 2 z=za 2 , resultaria aczzdza. 

152 Si se hallase la incognita debajo de algun ra- 
dical, quedaria despejada elevando el otro miembrb d 
una potcncia del misino grado que el radical, V. g. 

.n _ 

si se tuviese \/ x~b r resultaria xzzb 1l j porque si ele- 

«. »- 
vatnQs 4 n los doa miembros de la equation, y'xzzb^ 
n . 

t-esultara (v'*) w =(§i 1 3 $)x=b”, 

153 Cuando ai piantear una cuestion hay tan* 
tas ecuaciones couio incognitas, dicha cuestion es 
determii.ida (142 ) 7 para despejar en este caso cada 
incognita se pueden seguijr tres inetodos diferentesj 
pero aqui solo esplicaretnos el usada mas. general-, 
mente que es el de sustitucion * 

Este consists en determinar en la ecuacion mas 
sencilla la incognita mas sencilla , y $u$tituir su va- 
lor en las demas j luego ? en la ecuacion\vw sencilla 
que results , $e determinari la incognita mas sencilla? 
y se sustituird su valor en l as demas ; y asi se co.nti~ 
nuard hasta que solo, se ‘tenga una ecuacion con una 
incognita $ en cuyo caso se despejard ; y sustituyendo 
su valor en los anieriores , quedardn despejadas todas 
las incognitas < 

Propongamonos despejar las inqogrutas en este 
sistema de ecuaciones (A). 

Para esto determinare (i. a ) x — a") 
en la prirnera una. cual- (2. a ) x-+-u—%~bl(A} 

quiera de ellas tai qomo (3» a ) x—u.-r—z-cj 
la x y y tendre scrra -hu-^-Zo 

Sustituire este valor.de x en las dos de abajd y 
se coavertiran en, (B), 6 simplificando en (C); 

a-’rU—rz-t-U'—rZ-'b l a-hzu — 2z=zb } /n . 

' a-v-u a — 27 ,— C. $ ^ 

y como en ia segunda de estas ecuaciones no hay mas 
de ia incognita z, la despejare por 1 q dicho (i 50) y 
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llj 

sera z=~ — C =\(a — c) (*). 

2 

Sustituyendo en vez d e'z su valor en la primera 
de las (C), 6 desde luego en vez de — 2z su valor 
c— 0, tendre : a-\-2u-\-c—a=b , 6 2u-hc~b , 
que (i 50) da u~±(b> — c). 

Sustituyendo estos valores de z y de w en el de x* 
sera x=.a-i-u — z=u-i-f(i?- — c)- 1 — ; 
que , reduciendo el entero a la especie del quebra- 
do que le acompafia , se convierte en 

^*C— U-f-C , 

*=- T ~-=i(a+b). 

2 2 

Con lo cual quedan despejadas las tres incognitas. 
Entendido esto , vanios a resolver algunas cuestiones. 

154. i. a Dada la suma y la diferencia de dos 
cantidades , hallar la mayor y la menor. 

Res . y Dein. Sea s la suma dada, y d la diferen- 

cia j sea x la cantidad mayor que se pi- 

de, y z la menor, y el problema que^- 

dara planteado en estas dos ecuaciones. “ 

Determinando z en la primera , sera zzus — xj 
cuyo valor sustituido en la segunda da 
x^—s-^-x— d 6 2 xz=±s J bd$ 
de donde (§ 148) x==|{r- 4 -d) 2 ±-ij 4 -fd; 
y sustituyendo estc valor en ei de z, Se tendra 

s-hd 2 s — s — d s — d s d y 

~ 2 ~'~ a — ~~2 9 

Cuyos resultados manifiestan que la cantidad 
mayor x es igual d la mitad de la suma * mas la mi- 
tad de la diferencia j y la menor z d la mitad de la 
suma , menot la mitad de la diferencia. 

(*) Cuando tengamos cantidades divididas par 
numeros > les pondremos antes el coeficiente quebrado 
que les corresponds , poniendo la cantidad dentro d& 
parentesis , 6 no > seg.un sea necesario »• 
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Asi , si se pidiese hallar la edad de un padre y 
de un hijo , en el supuesto de que entre ambos tu- 
viesen 60 anos , y el padre llevase a su hijo 20, di- 
xia : la mitad de 60 es 30 5 la raitad de 20 es 10 $ su- 
mando 30 y 10 , sera 40 la edad del padre , que es 
la mayor. Y para hallar la del hijo, que es la menor, 
diria: 30 menos 10 son 20 , que seria la edad del hi- 
jo 5 cuyas dos cantidades son tales que 
40-f- 20=60 , y 40: — 20=20. 

155 2. a Hallar tres numeros tales , que si del du« 

plo del primero se qnitan los dos tercios de las otros 
dos , resulte 565 si del triplo del segundo se quitan 
los ^ de los otros dos , resulte 48 j y si del septuple 
del cercero se quitan las tres cuartas partes de los 
otros dos , resulte 39. 

Res . y Dem. Sean 4, x, z , los tres numeros que 
se piden, y el problema quedara planteado en las tres 
ecuacioncs A), 6 quitando los divisores en las (B). 
2 u - — • | (jch-%)=5 6 r 6u — 2x — 2z:=i68 } 

35c — (a-t-z)~48 {• (A) -j 515c — 5 u — - 5 ^=8 1 6 > (B) 
1 %— \ ( 5 C 4 -u )=39 3 C 282;— 35c— 34= r 56 j 

Determinando x en la primera de las (B) , se 
tiene xz: %(6u — 2z-^- 168)1=34 — z — 84^ 
sustiiayendo sa valor en las otras dos , resulta 
5 7* — 84)— 54— 52=1816 \ 

26 % — 3 (34— z — 84) — 34=156 j 
6 efectuando ias operaciones tendremos 
1 53 w — 5 15S — 4284 — $w — 52=5=816 \ 

282 — 9u-t-3z-}-2 5 2— 34= r 56 j 

que reduciendo y trasladando sale 

1484— 562=816-1-4284=5 100 7 
312, — 124—156 — 252= — 96 S 
6 dividiendo la primera de es- 7 374—142=1275 

ias dos.por 4, resultara £ 313 — 12 4= — 96. 

Despejando z en la i. a da 2=^(374—1275), 
euyo valor sustituido en Ja segunda da 
3 1 *14(37 ^ — 1 2 7 5 )— 1 24=— 965 
quitando el divisor sera 

3 * ( 37«— 1 2 7 >)“ 1 < 58 n == s — 1 344 ; 
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haciendo la cnultiplkacion indicada tendretnos 
1 147U— 39525 — i68w“ — 1344; 
redueiendo y trasladando resukara 

979 i,=— 1344^39525=38-1813 
y despejando u , da u=i||-|i=39. 

Poniendo este valor de u ea el de % resulta 
^=t T 4(37“— i27s)=^f(37X39— 1275)= 
^(i 443 —i 275 )=^;Xi 68 =i 25 
y sustituyendo estos valoxes ea el de x 9 daran 
x—iu — 2—84=3x39 — 1 2 r8 4*~~ 1 17— 96=21. 
Por consiguiente los tres numeros pedidos son 
39 , 21 y 12 j los cuales satisfacen a las coudiciones 
del probiema, como cualquiera puede comprobar. 

15 6 Las cuestiones suelen venir propuestas con 
adornos , como puede verse en estos dos ejempios. 

i.° Supoaese una sala adornada con tres esta- 
tuas, de Juno, Jupiter y Febo, tales que las dos 
primeras pesan veinte minas.(o arrobas), y la ter- 
cera que pesa seis, es igual a la cuarta parte de la 
priaiera; mas la tercera parte de la segunda; se 
quiere saber cuanto pesa cada una , y se propone la 
question en estos terminos.. 

Juno y Jupiter pesan veinte min as 5 
Uu cuarto del p rimer o y un tercio del segundo 
Componen al 13 ios Febo, 

Que pesa seis , Lucero 

l 5 e la aurora seras si me adivinas. 

Lo q.ue pesa cada uno, 

Juno sin Jupiter, Jupiter sin Juno. 

Res. y Dem. Liamando x las minas que pesa 
Juno, Jupiter pesara 20 — x (pues entre los dos pe- 
san 20)} y como \ de Juno y -§ de Jupiter compo- 
nen seis, el probiema estara pianteado en esta ecua- 
cion i>c-4-i(2o — x)=6 , de donde (150) sale sc=8, 
peso de Juno 5 el de Jupiter sera 12 j y la cuestion 
queda resuelta. 

2. 0 Supoaese. un Leon de bronce , que arroja 
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agua por los ojos , por un pie y por la boca , y se 
sabe el tiempo en que cada cano solo llena el pilon 
de la fuente; se trata de saber el tiempo en que le 
llenaran corriendo todos a la vez, y la cuestion se 
propone en estos terminos. 

El que fulmino incendios en el Cielo, 

Y si me abrasa el Sol, abraso el mundo, 

Hoy en la tierra confer lido en hielo, 

Por ojos , pies y boea , me difundo, 

Y con nectar divino 

Refresco al fatigado peregrino. 

Este piion de marmol esculpido, 

Que en pocos dias ha sido fabric a do, 

En dos el primer ojo le ha llovidoj 

Pero en tres el segundo le ha llorado; 

En quatro el pie le toca, 

Y le escupo en seis horas por la boca. 

Esto hace un cano solo, 

jY todos juntos? Lo defina Apolo. 

^Y combinados? Tii lo has de hacer solo. 

Res. y Dem. Sea t el tiempo que han de correr 
todos los cahos a la vez , para llenar cl pilon , que 
llainarcmos p , y tendrcmos que el primer ojo que 

llena el pilon en 2 dias , en 1 llenara -Jpj 

el segundo ojo que le llenaba en 3 dias, q T 

en 1 llenara J 

el pie que le llenaba en 4 dias, en r llenara. £p; 
la boca que le llenaba en 6 horas 6 J de^i 

dia, en 1 dia lienara J 

ahora , sabiendo ya lo que cada cano llena en un 
dia, se sigue que corriendo el tiempo t todos jun- 
tos, arrojaran una camidad de agua espresada por 
lo que cada uno arroja en un dia multiplicado por el 
tiempo j esto es , el primer ojo, en t dias 6 tiempo, 
arrojara fpt; el segundo, | pt\ el pie, ipt j y la 
boca 4 pt j y como toda el agua que han de arrojar 
en el tiempo t, se quiere que solo sea la del pilon p, 
se tendra la ecuacion 
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que dividiendola toda por p, sera i j 

y multiplicandola toda por 12 , se convertira ta 

6 t-h^t-hp~\-^tzzi 2 , 6 6it=:i2; 

de donde sale | de dia zz(§ 83) 4 horas, 43 mi- 
nutes y 16,7 segundos. 

Esc . El ultimo renglon da orijen a diez solucio- 
nesmas, que corresponden a averiguar el tiempo 
que tardaran los dos ojos solos , el primer ojo y el 
pie &c, como se ve en las respuestas siguientes. 

1. a Los dos ojos le llenaran en 1 dia, 4 horas y 
48 minutos. 

2. a El primer ojo y el pie le llenaran en 1 dia y 
8 horas. 

3. a El primer ojo y la boca le llenaran en 5 ho- 
ras y 20 minutos. 

4. a El segundo ojo y el pie le llenaran en 1 dia, 
17 horas , 8 minutos, 34,3 segundos. 

5* a El segundo ojo y la boca le llenaran en 5 
horas, 32 minutos, 18,5 segundos. 

6. a El pie y la boca le llenaran en 5 horas, 38 
minutos, 49,4 segundos. 

7. a Los dos ojos y el pie le llenaran en 22 ho- 
ras, 9 minutos, 13,8 segundos. 

8. a Los dos ojos y la boca le llenaran en 4 ho- 
ras , 57 minutos, 55,9 segundos. 

9. a El primer ojo, el pie y la boca, le llenaran 
en 5 horas , 3 minutos, 9,5 segundos. 

10. a El segundo ojo, el pie y la boca, le llena- 
ran en 5 horas, 14 minutos , 10,9 segundos. 

De la elevation al cuadrado de los polimonios, y es~ 

traction de la raiz cuadrada de las cantidades nu - 

meric as. 

157 Queda dicho (127) que cuadrado es el pro- 
nto de una cantidad por ella misma; asi, multi- 
plicando a^b por a~hb , se tendra el cuadrado de 
como se ve en la pagina siguieute ; 
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(a+b)~(a+by K a+b)~a 2 +ab^ab+b 2 ~a 2 ~h 2 ab-+*b z (A) 
que quiere decir qae ei cuadrado de una cantidad 
que se corapone de dos partes , consta de tres, a sa- 
ber : de cuadrado de primer a parte ( esto es lo que 
dice a 2 ) y de duplo de primer a por segunda ( esto es 
lo que dice 2 ab) y y de cuadrado de segunda (que es 
lo que espresa b 2 ), 

Toda espresiou que como la anterior suminis- 
tra una regia practica , se llama formula , de tna- 
nera que formula es una espresion analitica en que es- 
td cifrado ei modo de ejecutar una operacion y 6 algu- 
na propiedad de una cantidad. 

Si la segunda parte del binomio tuviera el signo 
negativo — , resultana 

(a — b) 2 —(ti—b)(ci — b)~a 2 — ah — ab-hb 2 zza 2 — 2 ab-\-b 2 y 
y solo habria que enmendar en la regia , ei decir 
men&s cl duplo de primer a por segunda j de modo que 
reuniendo los dos resultados , sera 
(a it b} 2 rza 2 it 2 ab~hb 2 . 

158 Esto supuesto 3 la formula 
(a-hb) 2 ~a 2 -h 2 ab-hb 2 , 

sirve para eievar al cuadrado cualquier polimonio tal 
como a-hb-i-c-i-d j donde observare que tomando por 
primera parte la a, y lo demas por segunda, el cua- 
drado se compondra de las tres partes que acabamos 
de decir. El fortnar el cuadrado de a y tomar el du- 
plo de a 6 2a por lo que sigue , nada tiene que hacer; 
despues, para formar el cuadrado de la segunda 
b^-c-\-d , se tomara b por primera parte y lo demas 
por segunda &c. &c. , y continuando la liiisma obser- 
vacion , estableceremos la siguiente regia para eie- 
var al cuadrado un polinomio : cuddrese el primer 
tormina , multipliqu 6 se ei duplo del primer terfnino 
por todos los que ie siguen j cuddrese despues el segun- 
doj multipliquese su duplo por todos los quede siguen} 
cuddyese el tercero , y continuese lo inismo hasta cim- 
drar el ultimo termino. Asi , aplicandoia al polino* 
mio dicho tendre (a-hb-\-c-hd) 2 ^z 
a 2 Hr2 ab- b2 ac-t 2 ad-tb 2 -b 2 bc-i- 2 bd-\-.c 2 r-t 2 cd-bd 2 (B)» 
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159 Los euadrados de los numeros dijitos estaa 
enla tabla de multiplicar , pues i 2 z:ixi = [ 5 

2 2 =2X2==4 y 3 2 =3X3=9j 4 2 =:4X4 =:h 5; 

5 2 =SX5=2 5; 6 2 =6x6=36i 

8 2 =8x8=64; 

Estos es necesario saberlos de memoria , para en- 
contrar sus raices y las de los numeros intermedios$ 
de modo que los principiantes se deben familiarizar 
mucho con este ienguaje: la raiz de 2$ es 5 y no so* 
bra nctda 5 la raiz de 38 es 6 y sobran 2 5 t&c. 

Ahora, si el mimero es coinpuesto, se descom- 
pondra siempreen decenas y unidades; asi, si quie- 
ro elevar 38 al cuadrado, le descoinpondre en di- 
chas partes , y sera 38=130-^85 
ysuponiendo 30—a y 8=1/7, tendre por medio de la 
formula (A), que 38 2 =(30-4-8) 2 =:3o 2 -h2X3ox8-f-8 2 = 
900-^480-^64—1 444 5 

donde advierto que el cuadrado de todo numero que 
se compone de decenas y unidades , consta de ires 
partes: de cuadrado de decenas , de duplo de decerns 
por unidades , y de cuadrado de unidades . 

160 Formemos ahora los euadrados siguientes. 
i 2 =i 1 io 2 =ioo qioo 2 =rioooo \ n 
9 2 =8 i J 99 2 =98 oi j 999 2 z= 998 ooi J ' C * 

Y observando las cifras que tienen los numeros y 
sus euadrados, veo que el menor mimero 1 de una 
cifra tiene una en su cuadrado, y el mayor 9 tiene 
dos 5 el menor numero 1 o de dos cifras tiene tres en 
su cuadrado xoo, y el mayor 99 tiene euatro; y 
en general todo numero de n cifras tiene en su cua- 
drado lo mas el duplo 6 2n, y lo menos el duplo me* 

una 6 2n— 1. 

1 61 Reciprocamente, todo numero de una 6 dos 
cifras tiene su raiz espresada por una 5 todo numero 
de tres a cuatro cifras tiene dos en su raiz 5 y en ge- 
neral todo numero de un numero par 2n de cifras 
tiene en su raiz la mitad n. 5 y todo mimero de un mi- 
Mero impar 211—1 de cifras , tiene en su raiz la mi- „ 
tad y I mas , esto cs , f(i*a — — |-i-|=n. 
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162 Aplicando la formula (B) al numero 67^ 
sera a— 600 , bz -yo , c= 8 , y d—o , y 
678 2 =( 6 oo-H 7 o-t- 8 ) :2 = 6 oo 2 -t- 2 x 6 ooX 7 c-t- 2 x 6 oox 8 - 4 - 
7o 2 -^2X7ox8h-8 2 z=36oooo-+- 84000 -H9600+4900-H 
1 120-4-64=459684 $ 

donde observe que el cuadradG de las centenas es- 
presa decenas de miliary el duplo de centenas por 
decenas espresa millares , &c.; luego para proceder 
del cuadrado a la raii ? hemos de buscar cada parte 
del cuadrado en el iugar que le corresponds. Asi, 
se establecera por regia. 

Di vidas e el numero propuesto en periodos de d dos 
guatismos y ernpezando por la derecha , * y no le hace 
que el ultimo periodo contenga solo un guarismo ; d su 
derecha se colocan las ray as de dividir 5 se halla la 
r aiz del periodo de la izquierda , y se pone en las ra - 
yas y esta raiz se cuadra y y el cuadrado se resta de 
dicho periodo 5 al lado de la resta se baja el periodo 
siguiente , y se separa con una coma el guarismo de la 
derecha y lo que queda d la izquierda de la coma se 
divide por el duplo de la raiz hallada (que $e colo- 
ca debajo de lo separado con la coma); el cociente 
que resulta se pone en la raiz d la derecha del guaris- 
mo anterior , y al lado del duplo de la raiz que sir- 
vid de divisor 5 se multiplica el divisor junto 'con el 
cociente y por el mismo cociente y y cl producto se res- 
ta de lo que tiene encima , esto es , del residuo ante- 
rior y junto Con el periodo que sc le anadioj al lado 
de la resta que resulte y se baja el periodo siguiente , y 
se separa el guarismo de la derecha 5 lo Cpue queda d 
la izquierda se divide por el duplo de toda la raiz 
hallada 5 y asi se continue hasta que no hay a mas pe- 
riodos que bajar ) en cuyo caso , si la tiltima resta es 
cero ) e l numero tiene raiz exacta ; y si 110 , es serial 
de que no Id tiene. Para aproximarla por decimates 
se ancidirdn d la resta dos ceros , los que se conside- 
rardn como si fuese un periodo 5 est.o es , se separard 
uno y se dividir d lo que quede d la izquierda por el 
duplo de toda la raiz hallada , el cociente se pondrd 
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en la raiz despues de la coma 5 y luego se continuard 
todo lo que se quiera , anadiendo dos ceros por cada 
guarismo que se intente sacar . 

V. g. si quiero estraer la raiz cuadrada de 459684, 
le dividire en periodos de a dos guarismos cada uno, 
y tirare las rayas como aqui se ve: 

Luego , vere que la rate 

de 4$ es 6, que pongo en las 4 5,9 6,8 4 678 

rayas, y su cuadrado 36 de- 3 6 

trnjo del 45 j tiro una raya y 

resto, lo que da 9. A 1 lado o 9 9,6 

de la resta 9, bajo el siguien-. j 1 2.7 

te periodo 96 j separo. el gua-- - . 

rismo de la deregha con una 107 8,4 

coma , y lo que queda a la 1 3 4 8 

izquierda que es 99 , lo divi- • — - 

do por 1 2 , duplo de la raiz 0000 

hallada, que pongo debajo 

del 99 , esto es , debajo de lo separado con la. coma$ 
el cociente 7 d& dividir 99 por 12, le pongo en la 
raiz a la derecha del 6, y tatnbien al lado del 125 
muitiplico eh 127 por el cociente .7, y voy restando 
ei prqducto de lo que tiene encima , didendo : 7 por 7 
son 49 , de 49 a, 56 van 7 y llevo 5 5 7 por 2 son 14, 
y 5 que lievaba son 19, de 19 a 19 va cero y lle- 
vo 1 j 7 ppr 1 es 7 , y x que lievaba son 8 , de 8 
a 9 va 1 que pongo. Al lado de.la resta 107 , bajo 
el periodo siguiente 84? separo el guarismo 4, y lo 
que queda-a la izquierda lo divido por el duplo de 
toda la raiz hallada que es 1345 el cociente 8 de 
dividir 1078 por 134, le pongo en ios parajes di-. 
chosj y hecha la multiplicacion del 1348 por 8 , y 
restando al mismo tiempo , nos sale o 5 de consi^ 
guiepte la raiz exacta del niimero propuesto es 678. 

Bsc. Al dividir lo separado a la izquierda de la 
coma por el duplo de la raiz hallada , se debe tener 
presente : que nuncx. se puede poner mas. de d 9 en la. 
triz-y y si lo que esta a la izquierda es tnenor quQ 
^ duplo de la raiz 9 $e pondrd 0 en ella y se bajarfc 
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el periodo siguiente. Tambien suele ocufrif el que se- 
ponga en Ja raiz mas de lo que corresponde: io que 
se conoce si al ejecutar la multiplicacion y resta, no 
se puede hacer esta ultima. 

1 63 Si en la formula (A) hacemos se tendra 
(a-h 1 ) 2 =za 2 -F-2 ax 1 -h i 2 =a 2 -h2a-h 1 j 

y como el primer termino a 2 es el euadrado de a, re- 
sulta que los cuadrados de dos numeros a y a-w que 
se diferencian en una unidad , se diferencicm en el 
duplo del menor* a mas la unidad , ( esto es , en 2a-hi). 
Esta proposicion sirve para comprobar las restas que 
resulten al estraer las raices, pues siempre pueden 
llegar a ser hast a- el duplo de la raiz hallada 5 pero 
en llegando a ser el duplo mas uno , debera tener la 
raiz una unidad mas de io que se le haya puesto. 

164 Para estraer la raiz cuadrada de 1715037, 
le dividire en psriodos , y ejecuiare la operacion co- 
mo aqui se presenta. 



Donde advierto que 


h 7 M °;3 7 


1 3°9>594 


como al sacar el tercer 


0 7,1 




guarismo salp 0, cl pro- 


2 3 




ducto del 260 por cero 


s. . 




debe ser cero 7 y asi , la 


O 2 5,0' 




resta sera el 2 50, al la- 


260 




do de la cual bajo el pe- 


— 




riodo siguiente 373- y co- 


2 5 0 3,7 


t' T 


mo al tin . me sale una 


2609 




resta 1556, infiero que 






elnumero propuestono 


015560 




tiene raiz exacta , y di- 


26185 


re que su raiz es 1309 






y algo mas. 


024675 o 7 6 


Si q uiero apr oximar- 


2 6 1 


909 


la por decimaies , pon- 







dre coma en la raiz ; ana- 


01 10319 0,0 


dire a la resta 1556 dos 


2 6 1 9 1 8 4 


eeros por cada guaris- 







mo decimal que quiera 


0 0 5 


; 5 S 1 64 


sacar, .y cousiderare ca* 


. - .. * 
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da dos ceros , como si fuese un periodo , ( ciiya prac- 
tica esta fundada en que si la raiz tuviese un gua- 
rismo decimal, su cuadrado tendra dos , uno por ca- 
da vez que es factor), y aproximandola hasta mile- 
siraas tendre la raiz 1309,594. 

Si el numero consta de enteros y decimales, 6 de 
decimales solas, se hard que el numero de guarismos 
decimales sea par , anadiendo un cero si fuese impar,' 
V. g. si quiero estraer la raiz cuadrada de 0,9, ana- 
dire un cero, y despues de haber puesto el cero y 
coma en las rayas, como aqui se presenta: 
vereque la raiz de 90 es 9 que 

pongo en la raiz , resto su cua- 0,9 o 0,948 

drado 8 1 , y anado a la resta ' 9 0,0 

9 dos ceros 5 y continiio hasta 1 8 4 
sacar ios guarismos. que desee, - — — - 

que supongo que son tres , y 164 o,o 

tendre que la raiz de .0,9 es 1888 

0,948. - ■ 

165 Dejamos dicho (.128) 1296 

como se forman las potencias, 

y (129) como se estraen las raices de los quebrados, 
pero cuando son numericos, suele ser mas sencillo ei 
coavertirlos en decimales, y luego hacer con ellos las 
operaciones que se quieran. Asi, si quiero estraer la 
raiz de | , tendre por el primer metodo 



m 



5 2,236 



=— T- =0,8455 



%/ rj 2 - 5^45 

pero es mas sencillo de este modo 
V'f=: / V / o,7 1 428 5^=0,845, 
como se puede comprobar. 



Be la formacion de las potencias en general. 



166 Hemos dicho (127) lo que se entiende por 
potencia en general 5 y hemos dado las reglas para * 
tonnar las de ios monomio.s, Para forma r las de los 




128 algebra. 

binomios , y deducir una regia general, sea a+b el 
binomio cuyas potencias se quieren formar : que yen- 
dole multiplicando por si mismo , y reduciendo dara 
las potencias siguientes. 

1. a (u-f-h) * ZHU-Hh 

2. a (a-hby^zi^-hzab-hb 2 

3- a (a+b) 2 z=:d 2 -h 3 a 2 b-i- 3 ab 2 -hb 2 

4* a (a-hb) ~J 4 +±a 3 b+ 6 a 2 y+iabS'-hb 4 

§. a (a+b) 5 z~a 5 -+-$a : b-hioa?b 2 ~r'ioa 2 b 2 -]~'yab 4 -hb 5 '. 

Donde se observa ($. a por ejemplo) que la pri- 
ra parte a del binomio, sebaila en todos los terminos 
menos el ultimo, que su esponente en el primero es 
el mismo $ de la potencia, y va menguando una uni- 
dad en.cada uno iiasta no encontrarse en el ultimo; que 
la segunda parte b del binomio no se halla en el pri- 
mer termino; en el segundo. tiene la unidad por espo- 
nente, ^ y vaaumentandoia en cada termino hasta queen 
el ultimo tiene el mismo esponente 5 de. ia potencia. 

Luego en punto a letras y esponentes esLa cono- 
cida la ley que siguen. Veamos -los coericientes: el 5 
del segondo termino es el esponente de la potencia; 

5x4 

el coefidente 10 del tereero es lo mismo que ; 

2 

• • • ; : 1 •_ . & , J 

pero 5 es el coefidente del segundo termino, 4 el es- 
ponente que lleva en el la primera parte , y 2 divir 
sor, es lo mismo que el mirnero de terminos que hay 
antes del tereero que se busca. Esto mismo se veri- 
fica en los detnas; luego para baiiar eJ coeheientede 
un termino cualquiera, se muitifiiicara el de.l.tcrmi - 
no anterior por el esponente que en el lleve la primera 
parte , y el producto se purtird por el nitmero de ter- 
minos que anteceden al que se busca. 

Si 1a segunda parte b del binomio fuese negati- 
va , variarian de signo los terminos ea que se haiiase 
b con esponente impar, que son los que ocupan lu- 
gares pares en la potencia; por lo que seria — el 
signo del segundo termino , -h el del tereero 7 
del cuarto * y asi alternativamenie. 
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Esc . Todos estos resultados puestos en regia da- 
rian a conocer las partes de que sc compone cada pa- 
tencia j y contrayendolos a numeros descompuestos 
en decenas y unidades , darian igualmente a conocer 
las partes de que se componian sus- potencias , y que 
especie de unidades espresaba cada una de drchas 
partes,- para poder proceder de la potencia a la raiz, 
y deducir una regia para estraer raices de un- grade 
cuaiquiera. Pero como desde la raiz cubica en ade- 
lante son tnuy complieadas las operaciones , y por 
'otra parte hay medios sencillos de ejecutario, lo re- 
servamos para otro iugar. 

De las ecuac tones detenninadas de segundo grado v 

167 Queda dicho (143) lo que se entie-nde por 
ecuacion de segundo grado , y quedan resueltas (151*) 
las puras. Para resolver las mistas-, es necesario ma- 
nifestar que toda ecuacion mista de segundo grado ha 
de consiar de tres terminos: uno en que se- halle la 
incognita- elevada al cuadrado , otro en que se halle 
elevada a la primera potencia , y otro donde no se 
halle incognita j de modo que la espresion general 
de las ecuaciones de segundo grado sera 
ax 2 ^bxnzc , 6 ax 2 -hbx — czzo (A). 

No puede haber mas terminos, porque no puedfc 
hallarse ninguno con la incognita elevada a la ter- 
cera potencia, ni a ninguna otra superior s! hubiese 
machos terminos donde se hallase x 2 6 la ac, se redu- 
cirian todos a uno encerrando en un parentesis todo 
lo que las multiplicase j y todos los terminos donde 
no se hallase la x se podrian considers r como uno sola 

Tampoco puede tener menos terminos 5 porque 
si faltase el ax 2 no seria de segundo grado j si fal- 
tase el bx no seria mista 3 y si faltase el termini 
constante c, quedaria reducida a ax 2 -±-bx~zo, 
que dividiendo- por x se convertira en ax-tbzzo x 
que es de primer grado. 

Ahora, dividiendo por la ecuacion (A) se con- 

p T. 1 . 
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, b c 

vertira en x~~b — x =ro ; 

a a 

b c , 

y haciendo — —p, y sera x*-hpx-bc£=zo (B), 

que sera la formula general de las ecuaclones de se- 
gundo grado;. y cuando la ecuacion esta bajo esta 
forma , se dice que esta preparada,- Para esto se re- 
quiere que se haya reducido la ecuacion a solos tres 
terminos \ que se halle sin coeficiente el primer ter- 
mino que es donde la incognita esta elevada al cua- 
drado , (lo que se consigue dividienda toda la ecua- 
cioir por el coeficiente que tenga : dicho termino) j y 
que ademas dicho primer termino tenga el signo po- 
sitive,. lo q_ue se conseguira mjudanclo 1'os signos a to 
da la ecuaciom (147 cor.) en caso de no tenerle. 

1 6& Puesto que como acabamos de ver 
x 2 -hpx-t'qpzo ox 2 +px~ — 5 ,, 
es la forma general de las ecuaciones de 2. 0 grado, 
en resolviendo esta, se. tendra la regla.para las demas. 

Para esto- advertimos que esta ecuacion quedaria 
resuelta, si el primer miembro fuese uir cuadrado exac- 
tor porque estrayendo la raiz cuadrada, tendriamos 
la x elevada solo a la primera potencia $ pero compa- 
rando el- primer miembro con la espresion x?-h2 : ax-t~a 2 
del cuadrado de x-\-a r vernos que le falta el tercer ter- 
mino del cuadrado; luego considerando a x como pri- 
mera parte-, x 2 sera su cuadrado, px el duplo de pri- 
mera por segunda;.y como ac.es la primera ,.p sera el 
duplo de- la segunda, y por lo mismo su mitad 
sera igual a dicha segunda parte, luego si a ambos 
miembros anadimos que es el cuadrado de dicha 
mitad, la ecuacion no se aiterara, y el primer mieui- 
bror sera- cuadrado per fee to ; iuego se tendra 

que, estrayendo la raiz cuadrada, da. 

^jP===feV'-#W-> y •«=:— If '/ (C> 
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Este resultado comparado con la ecuacion (B)(i 67) 
da la siguiente regia. 

Para resolver una ecuacion de 2. 0 grado que ya 
esta preparada, pongase desde luego la incognita y lue - 
go el signo —j despues de este signo la mitad del coe- 
ficiente del segun do tennino con un signo contrario al 
que lie ve 7 despues el signo de ambigiiedad $ luego 
un radical de segundo grado 7 debajo de este radical , 
el cuadrado de la mitad delxoejiciente del segundo ter - 
mino , siempre con el signo positivo 7 y despues el ter - 
cer termino de la ecuacion con el mismo signo que ten - 
g a en el segundo miembro , 6 con un signo opuesto al 
que tenga en el primer 0. 

Saeando los dos valores que da el signo dt de 
la ecuacion (C) se tiene 

*=— Ip+V^p 2 — 5, y *=— Ip— V If— q. 

Estos dos valores no pueden ser iguales, a menos 
que p no sea cero 7 porque entonces el primero sera 

3c==\/ — q y y el segundo — V— q> 

que solo se diferencian en el signo. Pero cuando 
p==o , la ecuacion (B) es pura j luego para que los 
dos valores que da una ecuacion de segundo grado 
sean iguales , aunqae de signo contrario , es preci- 
so que dicha ecuacion sea pura ? 6 que el coedcien- 
te del segundo tennino sea cero. 

Esc. Tqda ecuacion de segundo grado da dos 
•valores para la incognita , d lia de ser imaginariaj 
por analogia se deduce ? que si fuera de tercer gra- 
do tendria tres valores &c. y en general toda ecua- 
cion ? y por consiguiente todo radical - ; de un grado 
cualquiera y da para la incdgnita tantos valores como 
* unidades tiene el esponente que da nombre d la ecua- 
cion 6 al radical • 

169 Pr-opangamonos resolver algunas cuesliohes. 

i. a Dos cofreos Ay B, s alert al mismo tiempo al 
encuentro uno de otro , de dos ciudades dist antes en- 
fre si 320 leguas 5 A anda cada dia 8 leguas- mas que 
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B , y el nwnero de dias que tardan en encontrarse es 
la mitad de las Leguas que anda B al dia 1 cudntos 
dias tardardn en encontrarse^ 

Res. y Dem. Sea x el numero de dias que se pi- 
den 5 con lo. cual 2x seran las leguas que B auda 
al dia j y el total de leguas que habra andado B has- 
ta encontrar a A , sera 2xxx=2x 2 * 

Siendo 2x lo que anda B, A que anda 8 leguas 
mas , andara 2x4-8 , y el, total hasta encontrarse 
sera el producto de lo que anda en un dia , que es 
3x4-8 , por los dias que esta camiqando que son x, 
esto es (2X4-8)x=2x 2 4-8x. 

Y como lo que anduvierou los dos es toda la dis,-? 
tancia de las dos ciudade? , se tendra plauteado el 
problema en esta ecuacion, 

2X S 4-8xH-2X 2 =320 , 6 4X 2 -{-8x= 32QJ 
y dividiendo por 4 sera x 2 -h2x=8o Jt 

que da x=— ? v/ i-+-8o==^ — 1 8 1 == — idipj 

de donde sale x= — 14-9=8 , 6 x= — 1 — 9= — 10, 
por consiguiente se encontraron al cabo de ocho 
dias j B andaba 16 leguas diarias ,,y A andaba 24* 
el total de A hasta encontrarse., sera 24x8=192, y 
ei d.e B sera 16x8=128 , que entre las dos compq- 
neu las 320. El valor x= — 10 satisface a la eeua- 
..cion 4x 2 4-8x=32o , pues la convierte en 
4X(— r o) 2 -f-8x — 1 o=4X 1 00— 80=3 2 of 
ruas no al sentido en que viene propuesta ia cuestion, 
2. a JOividir el nwnero 14 en dos parte.s cuyo pro- 
ducto sea 54. 

Res . y Dem .. Sea x la mayor , con lo que la- me- 
nor sera 14— 4c$y la cuestion quedara pianteada 
en esta ecuaqion x(i4-r^jc)— 54 6 14X— x 2 =$4 6 

x 2 — I4x=— 54, que da x=7±: 49— 54=7 5. 

170 Este resultado imaginario manifiesta que la 
cuestioq es iinpQsibie 3 y Qomo. generalmente al enun* 
ciar un problema, o al proponerse uuo una investiga- 
tion eualquiera , no congcen todas las relaciones 
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de Ids datos coil el resultado , la imposibilidad de es* 
te manifiesta que la proposicioti enunciada esta en 
contradicion con alguna verdad demostrada <) y he 
aqui la utilidad de las imaginarias. 

Ea efecto, en el problema propuesto, se pide 
que el producto de las dos partes del niunero 14 sea 
-54, que es mayor que el cuadrado 49 de la mitad de 
14$ pero el producto fndximo de un numero descom - 
puesto en dos paries , es el cuadrado de su mitad j hie- 
go pedir un producto mayor, es pedir un imposible* 
Para demostrarlo, sea 2 a la cantidad que se ha 
de descomponer en dos partes, con la condicion de 
que su producto sea el maximO posible $ si llamamos 
2X la diterencia de dichas dos partes, estas (154) 
seran a-^x y a— x , y su producto 
(a-t-x }(a — x)=a 2 -^oc 2 , el cual nunca sera mayor que 
cuando x=o ; pues entonces no habra que restar 
nada del cuadrado a 2 j pero si x es o , cada parte 
de la cantidad 2 a se convierte en a que es su mi- 
tad } luego resulta la proposiciom 

t>e las razones y proportioned 

tjx Se llama razon la comparacion de dos can* 
tidades 5 la cantidad que se compara se llama ante - 
cedente $ aquella con que se compara, consecuente$ 
los dos juntos se Hainan terminos de la razon j y lo 
que resulta se llama esponente de la razon 6 simple- 
mente razon. Si el antecedente es igual al consecuen- 
te, se llama razon de igualdad ; si el antecedente es ma- 
yor que ei consecuente 5 se llama de mayor desiguaU 
dad $ y si menor , de menor desigualdad. 

Con dos miras diferentes se pueden comparar 
dos cantidades : 6 para averiguar la diferencia que 
hay entre ellas , que se llama razon aritmetica , 6 
para averiguar las veces que la una contiene a la 
otra , que se llama razon geometrica . 

La razon aritmetica se senala poniendo el ante- 
cedeme, despues un punto, y luego el consecuente^ 
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la geometrica poniendo dos puntos entre el antecd- 
dente y el consecuente. V. g. la razon aritmetica em- 
tre 7 y 3 , se escribe 7.3 , y se lee : 7 es aritmetica -r 
mente a 3 ; la razon geometrica entre 12 y 4 se sena? 
la 12:4, y se lee 12 es geometric ament e d 4; 6 por 
ser estas razones las que ocurren con mas frecuen- 
cia , se leen omitiendo la pala bra geometric ament e de 
este modo ; 1 2 es d 4. 

Para ftallar la razon aritmetica se rest a el conse - 
cuente del antecedente ; v, g. la de 7 a 3 sera 7 — 3=4. 
Para hallar la geometrica je divide el antecedente por 
el consecuente $ v. g. la de 12 a 4 sera 12 :46 ^=30 
Donde observamos que aunque con disrinto lengua- 
je , volvemos a las operaciones de restar y dividir; 
y que el punto puesto entre los terminos de la razon 
aritmetica equivale al signo — de ia operacion de 
restar. 

Cor. De esto y de lo dicho (6 1, 2. 0 y 4. 0 ) sesigue 
que d. una razon aritmetica le sucede lo mismo que al 
antecedente , y lo contrario que al consecuente ; y por 
lo mismo si se tienen dos razones con un mismo antece- 
dente , aquella sera mayor que tenga menor consecuen- 
te , y viceversa ; y si tienen un mismo consecuente , a- 
qiietia sera mayor 6 menor , que tenga mayor 6 menor 
antecedente ; y una razon aritmetica no se altera autii 
que d sus dos terminos se les anada 6 quite una misma 
cantidad . A la geometrica le sucede lo mismo ; y no se 
alterard aun cuundto se multipliquen 6 partan sus dos 
terminos por una misma cantidad , 

172 Cuando de dos razones de una misma espe* 
cie , la una tiene por antecedente lo que la otra por 
consecuente, se dice que la una es inversa de la otra; 
asi , 3.7 es inversa de la 7.3; y en efecto se tiene 
3— 7==— 4 , que es lo contrario de 7 — 3^=4. Tam- 
bien 4.12 es razon geometrica inversa de la 12:4; 
pues 4;i2==-^=-|-, es lo contrario de 12:4=^23 3 =|. 

173 . Proportion es la igualdad de dos razones de 
una misma especie; asi, proporcion aritmetica es la 
igualdad de dos razones aritmetic&s 5 y proportion^ 
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geometrica la igualdad de dos razones geometricas . 

Para escribir una proporcion ariunetica se pone 
una razon a continuation de o.tra , separandolas con 
dos puntos $ y para escribir una geometrica se ponen 
cuatro puntos entre las dos razones. Para leerlas.se 
lee cada razon separadamente, y cuando se llega a 
los dos puntos en la aritm.etica ,0 a los cuatro en la 
geometrica , selee como. En toda proporcion entran 
cuatro terminos, de los .cuales el primero y tercero 
se llaman antecedentes , y el segundo y .cuarto consc- 
cuentes } el primero y cuarto estreinos y y el segundo 
y tercero medios. 

174 Para escribir proporciones aritmeticas con 
facilidad,se pondrdn dos cantidades cualesquiera , sepa- 
radas entre .si con un punto ., para que formen la pri - 
mera razon j despues se pondrdn dos puntos , y luego 
d las dos cantidades primitives se les anadird (6 qui- 
tara) una misma cantidadj y se pondrdn estos Uos nu - 
meros despues de los Jos puntos , separados entre si 
con un punto , los cuales formardn la segunda razori; 
pues en este caso las dos razones soniguales (17 1 cor.). 

Para format* .una proporcion .geometrica , se es - 
cribirdn dos cantidades cualesquiera , separadas con 
dos puntos , para que formen la primer a razon 5 luego , 
se pondrdn los cuatro puntos , y despues por segunda 
razon lo que resulte de multiplicar (6 dividir) por una 
misma cantidad los dos terminos de la primer a 5 por- 
que en este caso tambien seran iguales las dos razo- 
nes (17 1 cor. - ). 

Asi , si quiero escribir una proportion aritmeti- 
ca , pondre dos cantidades cualesquiera 7 y 5 , se- 
paradas con un punto 5 luego, pondre los dos pun- 
tos , y anadire a las anteriores una misma cantidad, 
v. g. 6 , y tendre 7.5:13.11, que leeria diciendo: 7 
es aritmetic ament e d 5 como 13 d 11. 

Si quiero escribir una proporcion geomeirica, 
escribire dos cantidades cualesquiera v, g. 8 y 5, pa- 
ra que formen la primera razon 5 despues de pues- 
tos los cuatro puntos multiplicare ambas cantidades 
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por otra cualquiera , tal ,como 3 , y tendre la pro- 
portion 8:5:124:1 5 , que leere dicLendo : 8 es a 5 ,co- 
mo 24 a 15. 

175 .Cuando los medios de una proportion' son 
dife rentes , .como en las anteriores 9 las proporciones 
se Hainan discretas j y cuando son ig.uaies ios medios, 
la proportion .se llama continua. Asi , para formar 
una proporcion continua aritmctica , se pondrd por 
tercer t.ermino el segundo , y para poner el quarto se 
anadird al tercero lo que cl segundo lie fab# cil primer 0 
(6 se le quitara lo que el primero llevaba al segun- 
do) , v. g. para escribir una proporcion aritmetipa 
continua, pondre por prime ra razon c.ualquiera 5,9; 
despues del 9 pondre los dos pmuos .^ iuegoel mis- 
mo 9 , y despues de un punt.o , lo que resulta de a- 
fiadir 4 al .9 , y tendre la proporcion 5,9:9.13.. 

La proporcion aritmetica continua se escribe de 
un modo abr.eviado , poniendo antes este signo 
despues el primer termi.no , lueg.o el medio , y des- 
pues el otr.o estremo scparandolos con un p unto 5 de 
manera que la anterior s.e escribe -^-5 9.13, 

Donde el signo puesto antes , da a conocer 
.que se ha de repetir el segundo xermino , y .se lee; 
.5 es aritmetic ament e d 9 es d 1 3, 

Para formar una proporcion geometriea conti- 
uua , se escribird un numero cualquiera , despues se 
pondrd por segundo Xermino y por tercero un multiplo 
cualquiera de este numero 9 y luego para el cuarto se 
toma el mismo multiplo del multiplo antevior.. V. g, 
pondre primero un numero cualquiera 5 , despues 
un multiplo .cualquiera de este, tal como 1 5 , y este 
sera el que re presente Jos medios ; para hallar el o- 
•jro estremo, tomare el mismo multiplo de 1,5 , esto 
£s, el triple y tendre 5 : j 5 : : 1 5 : 4 5 6 —5:15:45, 

Donde el signo — puesto antes , indica que se ha 
de repetir el 2. 0 termiao, y se lee : 5 es d 1 5 ej d 45. 

17 6 En toda proporcion aritmetica discreta la 
.$uma de los estremos es igual d la de los medios 5 y al 
' duplo del termino medio en la continua. 
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E spl. Sean las proporciones 1 0.7: 17. 14, *4-8. 1 1. 14. 
digo que en ia primera sera 10+14=7+17, y en la 
segunda 84-14=2x11. 

Dem. i.° Como proporcion es igualdad de razo~ 
nes , la primera dara io — 7=17 — 14 , y trasladando 
(147001.) las cantidades negativas al iniemb.ro opues- 
to del en que se hallan, .sera 104* 1 4=5=17-47, que 
era L. i.° Q- D. D. 

s.° La segunda proporcion puesta con estertsioti, 
sera 8.11:11.14$ que da 8 — n~.11 — 14$ y trasla- 
dando. como antes , sera 8+14=1 1+11=2x1.1, quo 
era L. 2. 0 Q. D. D. 

Esc. Sean en general las dos proporciones a.bic.d 
y +a.i?.c$ y discurriendo del mismo modo-que.. antes, 
dara la primera a—b—c~d y y trasladando (147 cor.) 
sera a-hdz=c-hb (A). 

La segunda nos dara a — Z7=& — c , y trasladando 
sera a+r=/?+fr=2i? (B) , que manidestan la propo- 
sition con toda generalidad. 

177 Si en la ecuacion (A) a-hd=b-hc , despeja-' 
mos la d y se tendra d=fr+c — a$ que quiere decir, 
que dados los Pres primeros terminos a, b, c, de una 
proporcion , se hallard el cudrto d sumandja el. segun - 
do con el tercero , y restando el primero. Asi , dados 
los tres terminos 9, 2$ y 32 , para hallar el cuarto, 
que Uamare x , hare 30=2^+32 — 9=48 , cuya ope- 
ration y proporcion se practican de este modo; 

9. 25:32. 30=25+32 — 9=48. 

Esc. Despejando las demas letras se tendra 
arrb+c — d , i?=a+J — c, c—a~hd—b 0 
y cada una dara una regia para hallar el primero, 
el segundo, el tercero terminos , cuando se necesiten. 

1 78 Si en la ecuacion (B) a+c=2& , despejamos 
la c , dara c=2b—a $ que quiere decir , que cuando 
52 quiera liallar un tercer termino continuo proporcio - 
rial aritmetico d dos cantidades dadas , del duplo de 
la segunda se restard la primera. Asi > si quiero ha- 

un tercero proporcional a 26 y 34, espresando- 
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le por sc, sera 50=2x34 — 26=42 , que se ejecuta co- 

mo aqui se ve : —26.34.50=2x34 — 26=42. 

Si en la misma ecuacion despejamos la fr, dara 
fcrrf (a-t-c), que quiere decir , que si dadas dos canti- 
dades s$ quiere hallar una media proportional aritme - 
tica, de la suma de dichas cantidades se tomard la mi- 
tad. Asi , si quiero'hallar un medio proporcional en- 
tre 27 y 39, llamando.le 50, se tendra 
ac=|(27-f*39'=33j y la proporcion sera -7-27. 33. 39. 

179 En toda proportion geometrica discreta el 
producto de los estremos es igual al de los mediosy 
y al cuadrado del termino medio en la continua . 

Espl . Sean las proporciones 
8: 3:: 24:9, 44-6:18:54; 

voy a demostrar que 8x9=3x24, y que 6x54=1 8 2 f 
6 en general, sia:b::c:d , y y+a:b:c, 
sera adz=:bc , y aczzb 2 . 

Dem. Como proporcion es igualdad de razones,. 
// c 

la primera dara — ==— , 

y trasladando' los divisores (150 cor.), sera dd=zbc 
(A) , que era L. i.° Q. D. D. 

2. 0 -La segunda proporcion , puesta con esten- 

a b 

sion , serd a:b::b;c , que da — = — , 

.b c 

y quitando los divisores , sera ac~bb=b 2 (B). 

180 -Reclprocamente , si cuatro cantidades son 
tales que el producto de dos de ellas sea igual al pro- 
ducto de las otras dos , con dichas cantidades se po- 
dr an formar ocho proporciones diferentes , poniendo 
por estremos las dos que formen un producto , y por 
mcdios las dos que formen el otro producto. 

Espl. Sean n, b> c, d, tales cantidades que ad=bcy 
voy a demostrar que se pueden sacar las ocho pro- 
porciones siguientes (A). 
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Dem. Si en la ecuacion ad=bc, 
trasladamos (i $o cor.) la d y la fr al (A) 

a c a:b::c:d (i. a ) 

otro miembro 3 se tendra — = , a:c::b:d (2. a ) 

^ ^ d:b::c:a (3. a ) 

que puesta en proporcion dara d:c::b:a (4. a ) 

a:b::c:d (i. a ). c:d::a:b (5- a ) 

Si en la misma ecuacion trasla- c:a::d:b (6. a ) 

a b b:d::d:c ( 7 /). 

damos la d y la c 5 sera — = — , que b:d::a:c (8. a ) 

. .. . c d ; 

da a:c::b:d (2. a ). 

. Si trasladamos- la a yda b , resultari , * 

b a 

que da d:br.c:a (3.*) : : d h 

Si trasladamos la a y la c , sera — =—3 

c a ■ 

? » v — 3 — , t r 

que da d:c::b:a (4- a ). 

. Gomo es lo mismo &d=bc que bc—ad y trasladan- 
c a 

do en.esta la fry la d ; sera — quedac:^::a:fr($. a ). 

ci p 

— c~ d 

Trasladando la fr y la a, sera — rz — 

* a ■ b 

que da c:a::d:b (6. a ). ^ ^ 

Trasladando la c y la a, sera — =— : 

V a 

que da b;a::d:c (y. a ). 

b a 

T trasladando la c y la d ? sera - zz — 

d c 



que da b:d:.a:c (B. a ), que era L. Q. D. D. 

-Esc. Si se quivsiesen sacar mas proporciones ? sal- 
dria alguna de las anteriores^ de donde se sigue que 
dada una ecuacion se pueden sacar ocho proporciones j 
0 dada una proporcion se le pueden dar ocho formas 
diferentes • 
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i8e Si en la ecuacion (A§ 179) adzsthc , despe* 



jamos la <J , se tendra 



f>c 



que quiere decir, que dadas tres cantidades , se ha - 
i/tfrd xma cuarta proportional geometrica , multipli* 
cctndo la segunda por la tercera , y partiendo el pro - 
.dtecto por la primem Asi, si quiero hallar un cuarto 
proporcionai a los numeros 9, 14 y 27 , llamandole a 

1 . t'4Xi27 . 

tendre jcm —42 j ctiya operacion se dispone 
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coiiio aqui se tfe: 9: 14:: 27:^2= - =^42* 

9 9 

Ere. Despejando los terminos b 7 c, se tendra 
b c ad a d 

t= 7’ -< T 5 

y cada una dara la regia para hallar el primero, el 
segimdo, 6 el tercer termino , cuando se necesiten. 
182 Si en la ecuacion (B § 179) despe- 

b 2 

jamos la c , dara cm — ; 

a 

que quiere decir, que para hallar un tercer termino 
continuo proportional geometrico d dos cdivtidades da* 
das , el cuadrado de la segunda se partird por la 
primer a. Asi, si quiero hallar un tercero proporcio- 

* , 2 4 2 <76 

nal a 16 y 24, llamandole x sera x- m— -m3 6* 

16 16 

que se practica como aqui se ve : 

„ — 2 4 S __ $ 7 ^ 

16 16 

Si en la misina ecuacion despejamoS la Z> , serl 
oc j 



•ff 16:24: X- 
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que quiere decir , que si dadas. do$ eantidades se 
tjuiere hallar. una media proportional- geomztrica , del 
producto de dichas eantidades se espraerd la raiz cua - 
drada. Asi , si quiero hallar un medio proporcional 
entre 8 y 18 , llamandole jc, sera 

w=v/8xi8=:\/ 144=125 

y la proporcion sera 448:12:18. 

Bjc. Es digna de notarse la analogia que hay en* 
tre las* propiedades de las proporciones aritmeticas y 
geometricas 5 pues las de aquella se convierten en las 
de esta, sustituyendo multiplicar a la voz sumarj di~ 
vidir a la restar 5, cuadrar a tomar el duph , y estrazv 
la raiz cuadrada a tomar la mitad • 

Oe las transformaciones que se pueden dar d una pro^ 
portion , sin 5 we. deje de. subs.istir proportion, 

183 Hemos visto (180) que a la proporcion 
a:b::c:dy 

se la pueden dar oebo formas diferentes, y que sierij- 
: pre hay proporcion. Estas y otras varias q.ue vamos 
a esponer , se Hainan alternar , invertir, componer, di~ 
vidir , per.mutar y convert ir y 

Alternar es comparar antecedente con antecedente, 
y consecuente con consecuente , cuya operacion queda 
hecha mudnyido de lugar los medios 6 los estremos* 
Asi, la segunda y tercera (i8o),estan alteruadas res- 
pecto de la primera. 

Invertir es comparar consecuente con antecedents 
en. cada una de las razones 5 cuya operacion queda 
hecha poniendo los medios en lugar de los estreino^ 
y los e*stremos en lugar de los medios. Asi, la (7*) e$- 
ta i.nvertida respecto de la primera* 

Ahora^, si se continiia aliernando e invirtiendo la 
primera, se llegaran a tener las ocho que hemps 
dicho. 

Toda proporcion se puede componer , que es comr 
Baray la suina. de antecedents y consecuente con um 
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de los dos , en cada una de las razones , esto es ; 6 

con el antecedente 6 con el consecuente. 

Sea la proporcion a:b::c:d 7 
digo que a-hb:b;;c-t-d:d y a-hb:a::c-{-d:c * 

Dem. La proporcion a:b::c:d da — n— $ 

b d 

anadiendo I a ambos miembros> sera — + 1 =: C h-i j 

b d 

reduciendo el entero a la especie del quebrado que le 

„ . , a-t-b c~\- d 

acompana, se tendra = 7 

b d 

que poniendo en proporcion da a-hb:b::c+d:d (A), 
que era L. r.° Q. D. D. 

Invirtiendola proporcion dada se tendra b:a::d:c % 

b d b d 

que da — n anadiendo r tendremos — bin — hi$ 

a c a c 

reduciendo el entero a la especie del quebrado que 
^ b-ha d-i-c 

le acompana, da = — 7 6 b-t-a:a::d-bc:c (B), 

a c 

que era L. 2 .° Q. D. D. 

Toda proporcion se puede dividir , que ess compa- 
rar la diferencia de antecedemte y consecuente con uno 
de los dos 7 en cada una de las razones 7 esto es , 6 
bien con el antecedente 6 bien con ei consecuente. 

Sea la proporcion a:b::c:d 7 digo que a— b:b::c — d:d^ 
y que a — b:a::c — d:c.- 

a c 

Dem. La proporcion a:b::c:d \ da ——— ° y 



a c 

quitando i de ambos miembros, sera in-- — if 

b d 

reduciendo el entero a la especie del quebrado que le 
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„ , a — b c — d 

acompana, dara — — —— — > 

6 formando proporcion a — b:b::c — d:d (C), 
que era L. i.° Q. D. L. 

Invirtiendo la dada* se tendra b:a::d:c 7 

, b d 
que da — = — y 
a c 

quitando ambos miembros de la unidad, 6 restando 
esta ecuacion de la i=i , resultara 

b d , a — b c—d 

a c a c 7 



6 poniendo en proporcion a — b:a::c^d:c (D) y 
que era L. 2 ,° Q. D. Do 

Permutar es mudar de lugar las razones ? 6 poner 
la segunda razon por primer a , y la primer a por se- 
gunda , Asi , la quinta esta permutada respecto de la 
primera (§ 180)0 

Convertir es’ inverttr una proporcion compuesta 6 
divididaj cuando se invierte una compuesta , se llama 
convertir componiendo : y cuando una dividida , con- 
vertir dividiendo. 

Asi ? invirtiendo la (Aj.y (B) tendremos 
ha-bb::d:ohd (E) y a:a-*-b::c:cH-d (F) y 
que respecto a la primidva estan convertidas com- 
poniendo j e invirtiendo las (C) y (D) se tendra 
b:a—.b::d:c — d (G) y a:a—b:;c:c — d (H) r que res-* 
pecto de la primidva estan convertidas dividiendo. 

184 Ahora vamos a demostrar algunas propie- 
dades de las proporciones. 

1.* Si los antecedentes de una proporcion son igua - 
des y :tambien lo serdn los consecuentes j y reciprocal 
mente.. 

Dem. La proporcion a:b::c:d > da ad=:bc j si se 
supone a=c ? se podran suprimir , y quedara d=b - 7 
y suponiendo dzub , quedariaazrc, que es L. Q. D. D. 

Si, dos proporciones penen una razon cornun^ 
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con las otras dos razones se podrd. formar proportion . 

Espl. Sean las dos proporciones a:b::czd y y * 
a:b::m:n , que tienen comun la razon a:b , digo que 
se tendra ad:: nun. 

Dem. Igualando las razones eneada proper cion ? 

a c a m 

se teadra - r =- T , y -r——> 

b d bn 

y’conao — y — son ambas iguales a 

d n b 




que fortnando propordon, tendremos c:d::m:n y que 
es L. Q. D. D. 

Cor. De aqui se deduce que si dos proporciones 
tienen unos mistnos antecedentes 6 unos mismos con - 
secuentss , se podrd formar proportion con los conse- 
cuentes 6 antecedentes y porque alternadas tendrian 
una razon comun. 

3 * a En toda proportion geometrica la suma de an- 
tecedentes es d la de consecuentes > como un antecedents 
es d su consecuente . 

Espi. Sea la propordon a:b::c:d j voy a demos- 
trar que a~hc:b-hd::a:b 6 a+-c:b-\-d::c:d. 

Dem. Akernando la dada >sera a:c::b:d j y coinpo- 
niendola dara a-hc:c::b-t~d:d 6 a~hc:a::b-^d:b , que al- 
-ternadas seran a-hc:b-t-d::c:d (I), y a-hc:b~hd::a:b (K), 
que es L. Q. jD. D. 

4. a En toda proportion geometrica la diferencia 
de antecedentes es d la de consecuentes , como un ante - 
cedente es d su consecuente. 

EspL Sea la propordon a:b::c:dj voy a demostrar 
que a — c:b — d::c:d , 6 a — c:b — d::a:b. 

Dem. Alternando la dada sera a:c::b:d j. y divi- 
diendola , se tendra a — c:c::b — did, 6 a—c:a::b—d:b} 
que aiteruadas dan a — c:b~d::c:d (L) , 
y a — c:b — U::a:b (M), que es L. Q. D. D, 
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5. a En toda proportion geometrica la suma de 
ant ece dentes es d la de consecuentes , como la dife~ 
Vend a de antecedentes es d la de consecuentes . 

Dem. Si de las proporciones ( 1 ) y (L) , que tie- 
nen cumun la razoa c:d sacamos la 
a-r c:b+d::a — c:b — d (N), tendremos L. Q. D. D. 

6. a En toda proportion geometrica la suma de 
antecedentes es d su diferencia , como la suma de con - 
secuentes es d su diferencia . 

Dem. Porque si alternamos la proporcion ante- 
rior tendremos a+c:a — c::b+d:b—d (O) , que es- 
presa L. Q. D. D. 

Esc. Comparando la proporcion (O) con la pri- 
mitiva alternada., que es a:c::b:d , nos dice , que la 
suma de los dos primeros terminos de una proportion 
es d su diferencia , como la suma de los dos ultimos 
es d la suyay a cuyo modo de comparar le llama 
Leslie , mixing , esto es , comparar mezclando. 

Cor. De todo esto resulta que dando la primitiva 
ocho formas , la (A) otras ocho , la (B) otras ocho , la 
(C) otras ocho, la (D) otras ocho, la (I) otras ocho, 
la (K) otras ocho , la (L) otras ocho , la (M) otras 
ocho , y la (N) otras ocho 5 se sigue que alter- 
nando e invirdendo la primidva , y las que resul- 
tan de ella , se pueden sacar ochenta proporcio- 
hes de una dada. 

185 Es tan importante la regia dada (174), que 
por su medio no solo se pueden formar inmediata- 
mente proporciones , sino que dada una razon , se 
pueden poner otra multitud iguales con ella , mul- 
tiplicando sus dos terminos por 2 , por 3 &c. Asi, 
dada la razon 2:3, obtendremos 

2: 3::4;6::6:p::8: 1 2 :: 1 o: 1 5 : : 1 2: 1 8: : 14: 2 1 :: &c. 
que es lo que se llama serie de razones iguales , y se 
suelen escribir abreviadamente de este modo : 
2:4:6:8:10:12:14: &c.::3:6.*9:i2: i 5:18:21: &c. 
Cuando se quiere sacar una proporcion , se to- 
tnaran dos terminos cualesquiera antes de los cua- 
pantos ? y otros dos cualesquiera equidistan- 

10 T. X. 
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tes despues. Sus propiedades son las siguientes. 

I , 1 En toda serie de razones iguales la suma de 
todos los antecedentes es a la de todos los consecuen- 
tes , como un antecedents es d su consecuente . 

Dem* Sea esta la serie de razones iguales 
a:b::c:d : : m:n : : Ifc . : j 

y tomando las dos primeras tendreinos a:b::c:dj 
que (.184, 3. a ) nos dara a-\-c:b-hd:x:d, 

6 poniendo en vez de la razon c:d su igual min por el 
supuesto, ser,a a~hc:b-\-d::m:rr y 
que por la misma propiedad da 

a-i-c-hm:b-hd-hn::in:n (a), que es L. Q. D. D. 
Esc. Si hubiese mas razones iguales , en vez de 
la ultima m:n 7 se sustituiria otra , y se eontinuaria 
del mismo modo hasta que no hubiese mas. 

s. a En toda- serie de razones iguales la diferencia 
de antecedentes es d la de consecuentes , como un an - 
tecedente es d su consecuente . 

Dem.- Supongamos la misma serie a:b::c:d::m:n::^f • 
y tomando las dos primeras sera a:b::c:dj 
la cual (184, 4. a ) nos dara a—c:b — d::c:d y 6 ponien- 
do- en vez de cid su igual m:n y sera a — c:b — d::m\n y 
q-ue en virtud de la misma propiedad nos da 
a — c — m:b — d — n::min (b), que es L. Q. D. D. 

3* a En toda serie de razones iguales la suma de 
antecedentes es d la de consecuentes , como la diferen- 
cia de antecedentes es d la de consecuentes . 

Dem . Como las dos proporciones (a), (b), tienen 
Gomun la razon m:n r Qoa las otras dos formaremos 
proporcion (184, 2. a ) ? y tendrcmos 
a-hc~bm: bfrdfhni: a — c — m:b — d — n (c). L. Q. D. D* 
4.3 En toda serie de razones iguales la suma de 
antecedentes es-d su diferencia como la suma de con- 
secuentes es d la suya . 

Dem. Porque si alternamos la proporcion ante*’ 
rior, tendrcmos a-hc+mia — c—m::b-^rd^n:b — d — n(d) ? 
que espresa L. Q. D. D. 

5* a En toda serie de razones iguales la relacion 
que tenga un antecedente can la suma de los otros 9 es(f 
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viisma teridrd el consecuente correspondiente con la 
suma de los demas, 

Dem . Sea la serie de razones iguales 
a:b::c:d::m:n::p:q::'\?c.:'&c. 

Si consideramos que empieza desde la segunda ra- 
zon, tendremos (i. a ) c+in-hp+'\$c.:d-hn-\-q-\-'t&c>::c:d} 
pero si ea vez de c:d ponemos su igual a:b , resultara 
c-hm-hp-hT&c. :d+nzfrq+V?c.::a:b ; 
la cual permutada y alternada se convierte ea 
a: c-hm-bp-h^fc.: : b:d-^n-\-q-h\tc. (e), 
que espresa L, Q. D. D. 

Cor. De aqui resulta que si el primer antecedent 
te es igual con la suma de los demas , el primer con- 
secuente tambien sera igual con la suma de los demas 
consecuentes 5 porque si.en la ultima proporcion su-* 
ponemos azzc-hm-hp-h^fc, la primer a razon sera de 
igualdad , y debiendolo ser la segunda , sera 
bzzd-hn-t-q-+-T&c. 

186 Se llama razon compuesta la que resulta de 
multiplicar ordenadamente (esto es antecedente per 
antecedente , y consecuente por consecuente) dos 6 
mas razones. Asi, si las dos razones 3:5 y 4:7 las mul- 
tiplicamos ordenadamente, tendremos 12:3$, 
que sera la razon compuesta de aquellas dos 5 las tres 
razones 4:5 5 6:1 1 5 9:13 , dan la compuesta 
4x6x9:5x11x13 6 216: 7155 &c. 

Si la razon compuesta resulta de dos razones 
iguales , se llama duplicada 6 cuadradaj asi, si se 
tienen las dos razones ig.uales 6:8 y 3:4, la 6x3:8x4 
6 18:32, sera duplicada o-'fcuadrada de la 6:8 6 3:4. 

Si se inuitiplican tres razones iguales, v. g. 3;$* 
6;xoy 9:1 5, la compuesta 3x6x9:5x10x1 5 6 162:750, 
se llama triplicada 6 cMctT^y^ asi sucesivamente 
cuadruplicada &c. . ^ 

Haciendo la muUiplicacion como hefhqs dicho, se 
sigue: que formar razones compuestas es mismo 
que multiplicar quebrados 5 pues toda razoii%es un 
quebrado cuyo numerador es el antecedente y\i de» 
uominador el consecuente. Asi, cuandp las razones 
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son iguales , equivale a formar potencias de los mis^ 
mos quebradosj y he aqui la razon porque se Hainan 
cucidradas 6 duplicadas , cubicas 6 tripiicadas to’c. De 
que se sigue , que no es lo mismo razon dupla que 
duplicadcij tina razon es dupla de otra, cuando su 
espQnente es duplo del de ella, duplicada cuando e§ 
su cuadrado, &c. &c. 

187 Es muy impgrtante el simplificar las razones 
y propgreioues, para poder ejecutar con espedicion 
los calcuios de su s continuas aplicaciones. Asi, en 
cuanto se de 1111a razon se vera si se puede simplify 
car , dividiendo sus dos terminos por 2 , por 3 &c. 
lo que no la altera (171 cor.)j por lo que en vez de 
la razon 6:12 se podra poner 3:6 6 i,*2j 

en vez de j 2; 1 8 se pondria 6:9 6 2:3 &c, 

188 Si la primera razon de una proporcion no se 

puede sitnplifigar 3 6 se ha simplificado ya, se vera 
si se pueden dividir los dos autecedentes por un mis- 
mo numero 3 lo que tampoco akerara la proportion:; 
pues si se aiternase, se podria ya simplificar la pri- 
mera razon. Asi, si tengola proportion (A pag. sigte.) 
cuyo cuarto termino x quiero buscar , simpliricare la 
primera razon por 4, y tendre la 2, a que alii se ve$ 
ahora dividire por 3 los antece- (A) 

dentes, y tendre la tercera; que I2.*8;:36 :jc 

da para el cuarto termino *—24, 3:2:: 36:5c 

que es lo mismo qug i:2;:i2:5cn24 

8x36 288 

5C= = =24, 



\2 



12 , 



pero mucho mas sengillo. 

189 A 1 formar razones compuestas , puede ocur- 
rir el que no pudiendose simplificar las simples , se 
puedan simplificar las compuestas j porque algunos 
factores de los antecedences de las unas lo sean tarn- 
bien de los consecuentes de las otras , y al contrario* 
En este caso , en lugar de simplificar la compuesta 
despues de formada, se indica la operacion resoivien- 
do en factgres simples los terminos de las componen* 
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•fees., y suprimiendo los que sean comunes. Asi , si 
tengo las razones 3:5 5 4:9 5 10:21 , que dan la com- 
puesta 120:945 , 6 simplificando 40:315 u 8:635 
formare la compuesta de este modo: 

3x2x2x2x51 5X3X3X3X7) 

que suprimiendo los factores comunes 3 y 5 queda 
en 2X2X2.‘3X3X7 u 8:63, que es laanisma que antes. 

Como al formar una razon compuesta, se puede 
poner en lugar de cualquier razon simple > otra que 
sea igual con elk, se sigue que despues de formada, 
se podra hacer igualmente esta sustitucion, poniendo 
el antfccedente en vez del antec&lente y el consecuen- 
te en vez del consecuetit'e. Asi, cuando voy a formar 
la razon compuesta de las 3:5 y 6:7, eii vez de esta 
podre poner su igual 12:14 6 1 8:2 1 5 y en vez de la 
compuesta 3X6.*5X7 tendre 3x12:5x14 6 3x18:5x215 
luego invfcfsamente , si tengo la razon compuesta 
3X18:5X21 , en vez de la coftipOnente 18:21 
podre poner cualquiera de sus iguales 12:14, 6 6:75 
y la tendre convertida en 3x12:5x14, 6 3x6: 5x7. 
Esta ptopoSicion eS de la mayor importancia , y los 
principiantes suelen encontrar muchas dificultades 
en elkj cuando no se presenta con toda esta espe- 
cificaciotl. 

190 Si dos 6 mas proporciones St multiplican dr- 
den ad ament e , el resultado sera una proportion com- 
puesta. Porque siendo las razones componentes de la 
primera razon compuesta <, iguales (por la naturaleza 
de las proporciones) con laS 
componentes de la segunda, 4: 5:: 8: 10 (a) 

las razones compuestas seran 6:11:: 18: 33(b) 

iguales y formaran propor- ■ 

cion. Asi j si tenemos las pro- 24:5 5:: 144: 3 30 (c) 
porciones (a), (b), multipli- 
cadas daran la compuesta (c). 

Luego multiplicando otdehadamente una pt-opor- 
cion por simisma, el resultado formara propot'cion; 
de donde resulta que si cuatro tantidadts estan en 
proportion , tambien lo estardn sus cuadrados > sus 6 ii+ 
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bos , y en general las potencias de un mismo grado ; y 
al contrario , si cuatro cantidades estdn en proporcion y 
tambien lo estardn sus raices de un mismo grado . 



En efecto, la proporcioa a;b::c;d da 



a 

b 




a n c n 

y elevando a la potencia n resultara 

y fonnando proportion sera a n ;b”::c n :d n y 
que es L. i,° Q D. D. 



La misma proporcion a:b::cid da 





y estrayendo la raiz del grado n sera 
n 



n _ w __ ti « _ 

que da \/ a : \/b: : \/c : \/d , que es L. 2. 0 Q. D. D. 

j 9 1 Al formar proporciones compuestas, con* 

vendra simplificar las razones al tiempo de sacarlasj 
pero particuiarmente conviene tener presente, que 
si dos razones son tales que en la una es antecedente lo 
que en la otra consecuente , se omite el termino comun y 
y se ponen los otros. A si, si tenemos 

JP * * * a * b ) 

p'ti'-c'd I se tenc ^ P'-Rr-ac;bdi 
porque sise hiciera conestension seria.PQ:QR::ac:bd j 
y simplideando la primera razon por resultana 
por ultimo P:R:;acibd. .. ■ 



De la regia de tres y de companta . 



1 92 Se llama regia de tres 6 regia de oro , la que 
ensena a determiner los efectos por medio de las 
causas ? 6 las causas por medio de los efectos, cuam* 
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do se conoce la dependencia que tienen entre si. 

La regia de ires puede ser simple y compuesta, 
es simple, cuando para deteriirinar el efecto 6 causa 
que se busca, solo se atiende a una cireunstancia ; y 
compuesta, cuando se necesita atender ados 6 mas. 

La regia de tres simple se subdivide en directa 
6 inversely directa es aquella en que se trata de ave- 
riguar el efecto que produce una causa, 6 la causa 
de que proyiene uii efecto, cuando se conoce el efecto 
producido por una. catisa de la rriisma especie ; y la 
inversa es aquella en que se trata de averiguar la 
causa que se necesita para producir , junta con otra 
dada, el mismo efecto que han producido ya otra s 
dos causas de la misma especie. Para que se vea bien 
la diferencia que hay entre las reglas de tres , nos 
valdrembs de esfos ejemplos. 

i.° Si sabiendo que 12 oficiales de sastre han he- 
cho en una semana 72 vestuarios , quiero averiguar' 
cudntos vestuarios podran hacer 24 sastres en el mismo 
fiempo , esto es , en una semana ; esta es una regia de 
tres simple ; porque el numero de vestuarios que bus^. 
co , solo depende de una circunstancia , a saber , del 
numero de oficiales de sastre que los han de hacer; 
ademas es directa, porque trato de averiguar los ves- 
tuarios , esto e's , el efecto que han de producir* 
los 24 sastres, que son la causa, por medio del co- 
nocimiento que tengo del que han producido en las 
mistnas circunstancias 12 sastres. 

Tambien seria simple y directa la regia de tres, 
si viniese propuesta en estos terminos : si 1 2 sastres 
han hecho en una semana 72 vestuarios , para hacer 
en el mismo tiempo 144 vestuarios , p cudntbs sastres 
se necesitardnl Porque aqui se trata de averiguar la 
causa, esto es , los oficiales de sastre que se necesi- 
tan para hacer los 144 vestuarios, que son ei efec- 
to , por medio del efecto conocido 72 vestuarios 
que han hecho los 12 sastres. 

2. 0 Si sabiendo que 12 sastres han hecho en tres 
diets 72 vestuarios , quiero averiguar cudntos sastres 
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s.e necesitardn para hacer los mismps,j2 t vestuarios en 
6 dias, csta regia de tres serainversa • porque aqui 
tengo un mismo efecto, 72 vestuarios, para cuya 
production han concurrido dos causas, los 12 sastres 
y los tres dias que han trabajado; y ahora trato’ de 
determinar una de las causas, a saber, el numero de 
sastres , que junta con la otra , es decir , con los- 6 
dias, en que han de trabajar, ha de producir el mis- 
mo efecto de hacer los 72 vestuarios. 

3. 0 Si sabiendo que 12 sasgrgs han he cho en 4 
dias 72 vestuarios , quiero aver iguar los vestuarios. 
que fiardn 36 sastres en 6 dias: esta regia de tres se- 
ra compuesta; porque el numero de vestuarios que 
busco, depende de dos circunstancias, a saber, de los 
36 sastres, y de los 6 dias que han de qstar trabajando.' 

193 Toda cuestion que conduce a una regia de 
tres , consta de dos partes : del supuesto y la pregun - 
ta y en el supuesto se da la dependencia que tiene la 
causa con el efectoV y en la pregunta,. la causa 6 
efecto que se da, para determinar el efecto 6 causa 
que se busca. 

En toda, regia de tres simple entran tres canti- 
dades cococidas : dos del supuesto, y una de la pre- 
gurnta ; como esta ija de ser de la misma .especie que 
una de las del supuesto , a las dos cantidades cono- 
cidas que son de una misma especie, se les llama 
p rincipalesy la otra y la que se bii s,ca , r se llama n re - 
lativas ; pero como de las relativas solo se conoce. 
una, se llama cantidad principal y su relativa a las' 
dos del supuesto, siendo la principal la que es de^la 
misma especie que la de la pregunta. V,. g. cuando 
quiero averiguar los vestuarios que haran 24 sastres 
en el supuesto de que 12 hayan hecho 72 vestuarios, 
las dos cantidades .principales son los, 12 sastres y 
los 24; las relativas son los 72 vestuarios y los que, 
busco; y las que se Hainan cantrdad principal y su 
relativa son los 12 sastres y los 72 vestuarios, siendo 
la principal los 12 sastres que es la de la. misma es- 
pecie que la de la pregunta. 
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194 Toda la dificultad de la regia de tres con- 
siste en pUntearla $ jiorque despues hodo esta redu- 
cido a eticb'fitrar el cuarto termino de una proportion 
geometrica. Por lo cual.vamos a deducir. reglas ge.-: 
herales para su planteo. 

Si la regia de tres es directa , y .se pide el efecto. 
que producira la causa c,sujeta en las mismas condi- 
cioneS en que la causa a ha producido el efecto b, 
como ho conocemos este efecto le llamareirios xj y 
siendo b el efecto que ha producidq a, el efecto pro- 

. . b 

ducido por cada unidad.de a sera (§ 585.4.°) — 5 T 

- * ■ ct 



y como la c ha de producir x , una unidad de c pro- 



ducira — $ ahora, por ser c y a de la misma especie^ 
sera igual el efecto que produzca cada una de sus. 



b x 

unidades $ luego 7 se tendra — rz — - , que fortnando 1 

a c 

proportion, sera b:d::x:c 6 a: b::c : x 6 'd:c ::b:x. 

„ Luego para plantear ujua regia de.t.res. directa, se 
Qondrd por primer termino la cantidad principal del 
supuesto , luego , cualquiera de las otras dos , a saber , 
la relativa del supuesto 6 la principal de la pregunta, 
despues laotra , y el cuarto termino de la proporcion 
sera lo que se busca 7 que para encontrarle se prac- 
tlcara 16 dicho (1 8 1). 

Entendido esto, pasaremos a resolver algunos 
ejemplos. 

i.° Se sdbe que 40 soldados han abierto en un 
tiempo cualquisra 160 varas de trinchera 5 para abrir 
Boo varas en el mismo tiempo , cudntos soldados se 
necesitardn ? 

Aqui la cantidad principal y su relativa son 160 
varas y 40 soldados ; luego plantearemos la Question 
del uiodo siguieme: 



*54 
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160 



V.° 



800 



V/ 



40 



sold. 



:x—~ 



40x800 
1 So 



200 < 



. y saco que se nece^tan poner a trabajar 200 hombres. 
2. 0 Un yujeto dcsea saber to que le producirdn 
78437 rs. que va d importer en an fondo al 6 pdf ico. 
Aqui la canridad principal del supuesto es 1005 por- 
q'ue la cuestion quiere decir' que : 100 reales le dan 
de redito.ai afio 6 reales $ y asi ? la operacion se eje- 
ciitara cotrio aqui se ve: • 

• * • > 78437X6 470.S.-2 2 

ioo:78437::d:x=r— — — — =— =: 

' lOO IOO 

4706,22'— 4706 is. y 7;mrs. 

.195 Si la regia de tres es inversa, y se supone 
qxieias d r bs causes d y b ban priducido uti efecto IT, 
y dadauna causa c delamisma especieque a, se quie- 
re averiguar otH dausa x de la 1 misma especie queb, 
que junta con la c, produzca el mismo efecto E^ dis- 
QurrireinOs de este modo- Si la causa a sola produje- 

K 

se el efecto E> una uoidad de a produciria,— ; 

j 0 V' . ' ' ci ■ 

^fipra, este efecto debe ser tanto menor en cuanto la 
causa a sea ay udada de la b j luego ei efecto que pro- 
duzca uda unidad cuando obra la causa b> sera ~r* 

‘ *•■■■ ab 

Por la misma tazon , el efecto de una unidad de c 



si obrase sola , seria 



K 



E 



cx 



y obrando la causa x que buscamos , deberia ser 

y como a y c son de una misma especie , el efecto 
dc caaa una de sus unidades sera igual ; y se tendra 

—=—. 6 Kcx—Kab, 

CIO ex' 
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y dividiendo por K sera cxzzab , 
que da c:d::b:x 6 c:b::a:xi ; 

que maniiiesta que la regia de tres inversa se plantea 
escribiendo por primer termino la cantidad principal 
de la pregunta , despues las dos del supuesto , y el 
cuarto termino sera lo que se pide j que se hallara por 
lo dicho (181). 

Apliquemos esta regia a algunos ejemplos. 
i.° Un coinerciante ha ganado en 5 meses 450 do- 
blones , con un capital de 6000 doblones 3 para ganar 
los mis'mos 450 doblones con un capital de 1800 do- 
blones , cudMo tiempo necesitar d ? ’ ' 

Aqui la cantidad principal y su relativa son 6000 
doblones y 5 meses, y la principal de la pregunta 
es 1800 doblones 3 por lo que ejecutando la opera- 
cion fcomo aqui se ve : 



o d. s . d. s 
1800 :oooa : 



m. 



5 :x= 



60.9 o X 5 __6 0X5 iqX 5 $0 ^ 2 

1800 18 3 3 — 3 ’ 



hallo que necesitara 16 meses y |, que equivajen a 
16 meses y 20 dias*. 

2. 0 Un general de trincher a tiene calctilado que 
con poner 3000 hombres d trabajar, ya. a la zapa , ytf 
a la trincher a , llegard en 6 dias d liacer todas las 
obras que necesita para llegar al camino cubierto 3 tie- 
ne aviso de su mayor General que es indispensable to - 
mar el camino cubierto dentro de 4 dias 3 cuantos 
hombres necesitara poner d trabajar? 

Aqui la cantidad principal y su relativa son 6 
dias y 3000 hombres, y la principal de la- pregunta 
es 4 dias 3 por lp cual planteare la cuestion en estos 
tertninos ; 






4 :6 ‘ :.*3ooo * :x~ 



h. s 3000x6 



■=1 500X3=4500 homb. 



que son los que tendra que poner aSrabajar. 

196 Para resolver una regia de tres compuesta, 
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se halla primero el result ado que corresponds alapre* 
gunta , atendiendo d una solacircunstanciaj .despues 
.el que corresponds d este result ado liall ado , consider 
rdndole Como pregunta , atendiendo d otra cirpunstan r 
cia ; despues el que corresponds d este resultado halla - 
.do $ atendiendo d otra tircunstdncia $ y ast sucesiva - 
mente , como manifiestan estos' ejemplos. 

t.° Quiero averiguar los cahices de trigo que po~ 
drdn truer 3 6 carros en 6 dias , en el supuesto de-ha - 
her traido 12 carros en 4 dias 72 cahices. Primero 
averiguare los cahices que traeran los 3 6 carros en 4 
dias, io que ejecutare como aqui se ve: 



1 2 carr.:3 6 carr.t.*72 cah.:*cah. 



___72X3 



12 



-==7,2x3=21^ 



y encuentro que traeran 21 6 cahices. Ahora, si en 4 
dias traen 36 carros 216 cahices, en 6 dias cuantos 
traeran? Ejecutare la operacion como aqui se ve: 

216x6 

— — =54x6=324, 



d * d * 

4 * :6 ' 11216 cahices:x= 



y saco que traeran 324 cahices. • ; ; 

2. 0 Se que 4 soldados en 5 dias , trabajando e\t 
cada dia .% horas han hecho 1200 fajinas : 6 solda- 
dos en 8 dias 9 trabajando 6 horas al dia , ^ cudntas 
fajinas hardn ? 

Aqui tendre que hacer lag tres reglas de tres 
simples siguientes: 



$ ,s 

4 :6 : 



1200 ' 






t d :Z d ::i 800^^:2880^- 



8 1l :6 ll ::288a 



■ faj - S :2i6o^- S 



y saco que haran 2160 fajinas. 

197 Se llama regia de comp ani a la que ensefia a 
determinar cuanto cofresponde de la ganancia 6 per- 
dida a cada uno de muchos companeros que han pues- 
to su caudal en un fondo, con arreglo a lo que pu- 
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so cada uno. Esta, como se suele decir , es de dos mo^ 
do s: simple y compuesta 6 con tiempo $ se acostum- 
bra llamar simple, tuando el caudal que tiene cada 
unoc en el fondo , pennanece un mismo tiempo 5 y 
compuesta, cuando no permanecen lo$ caudales el 
mismo tiempo en el fondo. Esta, se reduce a la sim- 
pie , multiplicando el tiempo por lo que puso cada 
uno j pu es lo mismo es 50 doblones en dos anos que 
ipo en un ano. Esta regia se funda en la siguieme 
cuestion, 

Partir un rnmero dado a en las partes que se quie~ 
fa, v. g. en tres , que iengan entrc si la misma razon 
que las cantidades dadas m , n , p $ esto es , que la 
primera tenga con la segunda la razon de 7 iv.n, y la 
primera con la tercera la razon de m:p. 

Si llamo x la primera parte , sera, 

nx px . 

m:n;:x ; — la segunda, y m:p::x:— la terceras 
m x m 



y como todas juntas han de equivaler a a, se tendrd, 
nx px 

x-i — zzza ; 

m m 



que quitando los divisores sera mx-hnx-+<px—ma 7 
6 descomponiendo en factores x(pi-hn-hp)=ma ? 

ma a 

de donde se saca x= — =mx 



m-hn-hp m-hn-hp 

Si sustituimos este valor dc x en lo que corres* 
pondia a la segunda, y simplificamos , se tendra 



nx na , px pa 

— = : y la tercera sera — = — 1 

m m-hn-hp ■ m m-hn-hp 

cuyos resultados manifiestan , que podemos hallar 
cada una de esta§ partes , por medio de la siguiente 
proporcion ; m-hn-hp (suma de las puestas) :a (g a~ 
nancia 6/perdida) :: lo que puso cada uno : d la ga • 
nancia 6 perdida que le corresponds . 

Ejernphi Si de tres sugetos el primero ha puesto 
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en un fondo 500 doblones, 720 el segundo, y 300 
el tercero, y han ganado 4 56 dobloaes 5 para hallar 
lo que corresponde a cada uno , sera 

mzz. 500, n= 720, p=3oo , y 77z-f-n-hp=i 520, 

luego sera la parte del i.° z: — = k q dobl.. 

' 1520 * 

la del segundo........ 6 dobL. 

1520 J 



y la del tercero, 



300x456 
1 520 



90 dobl.j 



cuyas partes componen la ganancia total 456 doblones. 

El no haber contado con el tiempo , indica que 
las puestas pertnanecieron uno tnismo en fel fondo; 
pero si el primero la hubiese puesto por 8 tneses, 
'el segundo por 10, y el tercero por 5, siendo la 
misma ganancia, para hallar lo que corresponde a 
cada uno se observara que 500 doblones puestos por 
8 mes.es, es lo mUmo que 500x8 por un solo mes; 
720 doblones puestos por 10 meses, es lo tnismo 
que 720x10 doblones por un solo mes$ y 300 do- 
blones puestos por 5 meses, equivalen a 300x5 por 
un solo mes 5 de manera* que las puestas seran 4000; 
7200 y 1 5 00, cuya suma es 127005 y en este caso 



* , , . 45^x4000 79 

tocara al primero — =143 . 

12700 127 



al segundo 



456x7200 

=258- 

12700 



66 
127 * 



y al tercero 



456xr 500 



1 2700 



53 - 



109 

127 




cuya suma es igual 456 como antes. 

Esc . En las corporaciones y regimientos, ocur« 
re con bastante frecuencia el hacer gastos que han 
de satisfacer los individuos d puciaies a proporcion 
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de sus sueldos .5 para determinar la cuota de cada uno 
se dira : el sueldo total de los individuos es al gasto 
que se ha hecho , como el sueldo de cada uno es d la 
parte que tiene que pagar. 

De las progresiones aritmeticas y geomitricas* 

i 198 Se llama progresion aritmetica una serie 6 
continuation de terminos, tales que cada uno lieva 
al que le precede 6 sigue un mismo esceso 6 dife- 
rencia jcuando lieva al que le precede, la progre- 
sion se llama creciente 5 y cuando lieva al que le si- 
gue, decreciente . 

Se llama razon 6 diferencia , lo que se debe ana- 
dir (6 quitar) a un termino, para que se convierta en 
el que le sigue ; aqui se tratara solo de las crecientes, 
pues sus propiedades son las mismas, mudando el sig- 
no a la diferencia. Para escribir una progresion arit- 
metica se pone una proportion continua (175), y se 
continua como aqui se ve: -^-2. 5.8.1 1.14. 17.20.23&C. 
Donde el signo ~ indica que cada termino medio se 
ha de repetir. 

Si al primer termino le llamamos a , y d a la ra- 
zon, la espresion 

*■7- a . a-\-d. a-h2 d. a+3 d. a-h^d. a-h 5 d . . . a~i-(n — 1 )dzzu (A), 
sera una progresion aritmetica general. 

De la definition de la progresion aritmetica re- 
sulta, que el segundo termino es igual al primero mas 
la razon 5 que el tercero es igual al segundo mas la 
razon j pero como el segundo es igual al primero mas 
la razon , el tercero sera igual al primero mas dos ve- 
ces la razon j el cuarto se compondrd del tercero mas 
la razon, 6 del primero mas tres veces la razon 5 y en 
general un termino cualquiera se compondrd del pri - 
inero , mas tantas veces la razon como tirminos hay dn~ 

de 61 : que es lo que espresa la formula (A), en que 
^ es el termino que se busca, n el lugar que ocupa en 
la progresion, a el primero, y d la diferencia 6 razon. 

Con cticiia formula (A) se puede hallar un termi- 
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no cualquiera en conociendo el primero y la razon, 
Asi, si en la progresion anterior se quiere el terrni- 
no septimo , sera a= 2 , ^=3 , n= 7 , y se tendra 
tenn.°7.°=2-+-(7 — i)x3==2-*-6x3===2~hi8— 20. 

199 De la forma cion de la progresion se dedu- 
cen varias consecnencias. 

1. a Guatro terminos consecutivos , tornados donde 
se quiera , fonnan proportion discreta . 

Asi, 5.8:11.14. 

2. a Tres terminos consecutivos la f orman continue 1. 

Asx, --5.0.11. 

■ 3. a Dos terminos consecutivos f orman proportion 
discreta con otros dos terminos consecutivos , tomense 
donde se quiera j porque la razon de los dos primeros 
(que es la de la progresion) es la rnisma que la de 
los dos ultimos. Asx , 5.8:17.20. 

4. a Dos terminos cualesquiera estdn en proportion 
discreta con otros dos terminos cualesquiera , que dis - 
ten entre si tanto como los dos primeros distaban j por- 
que la razon en ambas equivale a tantas veces la de 
la progresion como terminos hay en medio mas uno. 

Asx, 5.11:17,23. 

5. a Tres terminos cualesquiera , tales que los dos 
estremos disten igualmente del medio , f orman propor- 
tion continual porque la razon entre el primero y el 
medio es la misma que entre el medio y el estremoj 
pues ambas equivalen a tantas veces la de la progre- 
sion, como terminos hay entre ellos mas uno. 

Asx, —5. 14.23. 

6. a La suma del primer termino y ultimo es igual 
d la suma de dos terminos cualesquiera , equidistantes 
de los estremos 5 e igual al duplo del termino medio , 
si el numero de terminos es impar . Porque el primer 
termino y el segundo forman proporcion con el pe- 
nultimo y el ultimo (cons. 3- a ), y dan (176) que el 
segundo junto con el penultimo seran iguales con el 
primero junto con el ultimo 5 el primero y el tercero 
forman proporcion con el antepenultimo y ultimo, y 
daran que la suma del primero con el ultimo equi- 
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valdra a la del tercero y antepenultimo ; y asi de los 
demas. 

200 Fundados ea esta propiedad vamos a encon- 
trar la suma de tantos terminos como se quiera de 
una progresion aritmetica. Para esto sea la progre- 
sion general -i-a.b.c.d.. ..q. r.t.u, llamando s la suma 
de los terminos hasta u , que consideraremos ser 
el ultimo, y observando que la suma no se altera 
aunque se escriba al reves , tendremos poniendo de- 
bajo de la suma ella misma escrita en un orden 
in verso : 

s=a-hb-hc-i-d....q~br-\-t-bu 1 Y sumando estas dos 
s=u-bt-hr^q... . d-bc-+-b~ba $ ecuaciones sera 
(^b—bt^-t-^C -hr'j-b^d-b qJ , ... 

[t 4 haj. 

Y como a-hu—b-ht=c~]rr=T&c. (cons. 6. a ), susti- 
tuyendo se tendra 

2 w). . . . 

-h(a-Kj)-H(a 4 u)-\-{a-hu)^[a-bu) y 
donde veo que el duplo de la suma equivale a tan- 
tas veces la suma del primer termino y ultimo , co- 
ino terminos hay en la progresion; luego si llamo 
n al numero de terminos tendre 2s=(a-hu)xn $ de 
donde despejando s=z^(a-bu)xn-zz(a-hu)x^n ; que nos 
dice que la suma de todos los terminos que se quie - 
ran de una progresion aritmetica , se halla sumando 
el primer termino con el ultimo , y multiplicando esto 
for la mitad del numero de los terminos. 

Asi, la suma de 7 terminos de la progresion (198) 
sera igual a ( 24 - 2 o)x |=2 2X|=i 1x7=77, como ea 
efecto se verifica. 

201 Si en la ecuacion n=GH-(n— i)d despejo d y 



u—a 

tendre d= , la cual dice que conocido el ultimo 

n — i 



termino , el primero y el numero de ellos , para ha- 
llar la razon se rest a el primero del ultimo , y lo 
que queda se divide por el numero de terminos mi- 
nes uno. 



T. I. 



21 
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En esto $e funda la interpolacion de un numero 
cualquiera de medios aritmeticos entre dos mime- 
ros 6 cantidades dadas. Asi,. si quiero interpolar 
entre 7 y 43 ocho- medios aritmeticos restare el 7 
del 43 , y la resta 36 la dividire por el numero de 
terminos que ha de ha ber antes- del 43 5. y como en- 
tre 7 y 43 ha de haber ocho medios > habra antes 
del 43 un termino mas a saber , el primero 7 j luego 
esta resta la debere dividir por el numero de medios 
que se han de interpolar muz 1 , esto es T por 9 , y 
resultara que ^f=4 5 y los termino'® seran 
^7.11.15.19.23.27.31.3^39.43. 

202 Se llama progresion geometrica una serie 6 
continuacion de terminos ,, que cada uno cabe en el 
que le precede 6 sfgue un mismo niimero de vecesj 
cuando- cabe en el quelesigue , la progresion es 
creciente 5. y cuando en. el que le precede y decreciente . 

Aqui se llama razon al numero porque se ha de 
multiplicar un termino cualquiera para que re- 
sulte el que le sigue. Para escribir una progresion 
geometrica se pone una proportion continua (17 
y se continua como aqui se ve 1 
-rf 3.: 6 : 1 2 :2 4:48 ‘.96 : 1 92 1384 &c. y escrita con esten- 
sion sera 3:6::6:i2;a2:24;:24:48:: &c. Si espresa- 
mos por a el primer termino y por q la razon , 
^a:aq:aq 2 :aq 3 :aq 4 :aq s :aq^........\aq n l =u , sera 

una progresion geometrica genera L 

De la definicion de la progresion geometrica re- 
sulta que el segundo termino se compone del primero 
multiplicando por la razon 4 el tercero del segundo 
multiplicado por la razon , pero como el segundo 
equivale al primero- multiplicado- por la razon, el 
tercero- equivale al primero multiplicado por el cua - 
drado' de la razon 5 el cuarto se compone del primero 
multiplicado por el cubo de la. razon 5 y en general, 
un termino cualquiera se compone del primero mid - 
tiplicado por una potencia de la razon , espresado 
por el numero de terminos que hay antes de el : que 
es lo que espresa la formula (B), en que u es el ter- 
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mino que se busca , n el lugar que ocupa , a el pri- 
mero , y q la razon. 

I^a formula (B) girve para calcular un termino 
cualquiera; v. g. si quiero hallar el sesto termino 
de la anterior y tendre n=z6 , a=z 3 , cpzz , y sera 
termino 6.° ~$X2 6 I ~3X2 5 =3X32 =96. 

203 Es digna tafmbien de notarse aqui la ana- 
logia entre el lenguaje de las progresiones aritme- 
tica y geometrical pues las propiedades de aquer 
11a se convierten en las de esta , sustituyendo mul- 
tiplicar a la voz sumar $ cuadrar la razon al duplo 
6 dos veces la razon j y en general formar poten - 
cias de la razon a sumar muchas veces la razon j y 
por lo mismo se verificara que i.° cuatro terminos 
consecutivos forrnan proportion geometrica ducreta, 
2. 0 tres consecutivos la for man conttnua j 3. 0 dos 
terminos consecutivos estdn en proportion con otros 
dos consecutivos cualesquiera 7 4. 0 dos terminos cua - 
lesquiera forrnan proportion con otros dos cuales- 
quiera y que disten igualmente entre st 7 5. 0 tres ter- 
minos equidistantes la forrnan conttnua T&c* 

204 Para hallar la suma de una progresion geo- 
metrica , llamaremos a el primer termino , q la 
razon (por consiguiente aq sera el segundo), u el 
ultimo > y s la suma de todos los terminos que bus- 
camos 7 y observando (202) que todos los termi- 
nos medios se han de repetir , resulta que todos 
los de la progresion seran antecedentes menos el 
ultimo , y por consiguiente la suma de estos sera 
$— u 7 todos son consecuentes menos el primero 5 y 
por consiguiente la suma de estos sera s — a 5 luego 
por lo dicho (185, i. a ) tendremos 
s — u:s— a::a:aq::i:q ; 

que multiplicando estretnos y medios , nos dara 
(s — u)x5=(s — a)xi , 6 sq — uq=s — a P 
de donde sale sq*—s=uq — a } 6 



s(q-i)=uq—a, y i= 



uq—a 

'a — 1 
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Lo que dice que para hallar la suma. de una 
progresion geometrica , se multiplicand, el ultimo ter- 
mino por la razon , de esto se restard el primero , y 
la rest a se dividird por la razon menos uno. Asi, 
si quiero hallar 8 terminos de la progresion (202), 
sera a =$ 7 5=2, 2^=384 , y resultara 



sum. de 8 terminos = 



384x2—3 768—3 



2 — 1 



.=765. 



como en efecto se verifica. 

Esc . Si en vez de u sustituimos en la formula (m) 
su valor aq n x , nos resultara 



aq n l xq — a acj n —a a—acP 

*=- 7~r-=iK = ~( p )> 

2-i 2 1 1 — 2 



la cual servira para hallar la suma de n terminos de 
una progresion, cuando solo se conozca el primer 
termino a y la razon q. 

205 Si en la formula u-=zacf~~ l despejo la q, 
n — >1 




a 



la cual podra servir para interpolar medios geome- 
tricos entre dos mimeros dados 7 para lo cual, se di- 
vidird el ultimo termino por el primero , y del cocien- 
te se estraerd una raiz del grado que esprese el nurne- 
ro de terminos que ha de haber en todos minos uno 7 6 
del grado que esprese el numero de medios que se han 
de interpolar mas uno. 

Esc. i.° Si la progresion fuese decreciente,. la 
razon q seria un quebrado propio, y el termino sus- 
tractivo aq n de la formula (p) sera tanto menor, 
cuando mayor sea el numcFO n de terminos que se 
vayan tomando 7 y tamos se podrau tomar, que di- 
cho termino llegue a ser menor que cualquier can- 
tidad dada por pequena que esta sea 7 de donde se 
sigue que k diferencia erure el numerador de la for- 
muia (p) y el primer termino a ue la progresion, 
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podra llegar a ser menor que cualquier cantidad 

a 

asignable? luego (r) es una cantidad a la cual 

i—q 

£e puede acercar todo lo que se quiera la suma dc 
los terminos de la progresion, y nunca puede dicha 
suina ser igual con ella. Es , pues , la espresion (r) 
como veremos dentro de poco , el limit e de la suma 
de la progresion decreciente ; y aurique se la suele 
mirar como si en efecto fuese la suma verdadera , es 
anadiendo la circunstancia de que la progresion es- 
te continuada al infinito ; pero como esta es una 
palabra de cuyo s'igniflcado no podemos formarnos 
una cabal idea , advertimos que cuando nos valga- 
mos de esta voz en algunas ocasi'ones, no f queremos 
dar a entender otra cosa , sino que la cantidad a 
que la apliquemos ha ilegado a ser tai, que la di- 
ferencia entre ella y su limite es menor que cual- 
quier cantidad dada por pequena que sea ; por con* 
siguiente la sustitucion del limite en vez de ella, 
solo se debe mirar como una espresion abreviada 
del largo razonamiento que se deberia hacer para 
dar'la a conocer circunstanciadamente. Esto supuesto, 
la formula (r) traducida en regia bajo estos prin- 
cipios , nos dara que para hallar la suma de una 
progresion geometrica decreciente , continuada in- 
definidamente , se dividird el primer termino por la 
diferencia que hay a entre la unidad y la razon . 

Por esta causa la suma de la progresion 



111 
•H-i: — — 
248 



1 n II 

: — :&c. es = — = 2. 

16 1— | * 

2 2 



Esc . 2 0 En este resultado observamos quesien- 
do 2 la suma de todos los terminos , y 1 ei pri- 
mero , todos los terminos que siguen al primero 
no valdran mas de 1 j siendo la suma total 2 , y 
la de los dos^primeros terminos , todos los 
que siguen al segundo valdran § luego encste 
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caso un termino cualquiera es igual ala suma de to? 

dos los que le siguen. 

Esc. 3. 0 Si la progresion fuese 



cuya suma es 5: 



1 



l- 



3 
2 



1 2 

3 3 

se tendra que como el primero vale 1 , los demas 
valdran mencs de 1 , esto es, | ; el primero y se- 
gundo valen |4-|=|=|, que para f=|, solo le 
faha | , esto es, meuos de | $ luego aqui un termino 
cualquiera es mayor que la suma de todos los que 
le siguen. 

Esc. 4. 0 Si la progresion fuese &c. 



cuya sujna es 5= 






- 5 - 



se tendra que yaliendo 1 el primer termino, los de- 
mas valdran |, esto es, mas que el primero $ el pri- 
mero y segundo valen 1 4-|=r|=:ig. , que para 
le faltan T 9 ^, que es mayor que |=z^&c. &c.; luego 
en este caso un termino cualquiera es menor que la su- 
ma de todos los que le siguen. 

Cor. general Luego en una progresion geometrica 
decreciente , un termino cualquiera puede ser igual , 
mayor 6 menor , que la suma de todos los que le si- 
guen , segun sea cada termino igual, menor .6 mayor 
que la mitad del anterior. 



De los logaritmos . 



206 Si reunimos dos progresiones , una aritme- 
tica y otra geometrica , de modo que se correspon- 
dan sus terminos como aqui se ve: 

{ -f-4.7. 10.13. 16.19. 22 . 25 . 28 . 31 . &c, 
l -H-3;6:i2:24:48:96;i92:384:768:i 536: &c. 
los terminos de la aritmetica se llaman logaritmos 
de los correspondientes de la geometrica , que to- 
man el nombre de numeros . Como son infinitas las 
progresiones que se pueden elejir , se sigue que es 
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infinita la diversidad de logaritmos ; pero si entre 
las progresiones se elige la arimetica, qu.e princi- 
piando por o siga despues por la serie de los nii- 
raeros naturales , y la geometrica que em piece por 
la unidad , entonces .se .tiene un sistema de .logarit - 
inos. V. g. 



-o.i. 2.3. 4 .. 5 . 6 .& c. 



•H- 1 : 4: x 6: 6 4: 2 5 6 : 1 o 2 4: 40 9 6: &c 



•} 



forman un sistema* 



Donde debemos observar que los termlnos de 
la arituuetica son los esponentes a que se ha de ele- 
var el segundo .termino de la geometrica., para pro- 
ducir eualquier terming $ pues 64 v. g. es 4 3 , y 3 
es el logaritmo 6 termino de la aritmetica correspon- 
diente a 64 5 y como puede elejir.se .cualquiera otro 
numero parasegundo termino de la geometrica, re- 
sulta que tambien puede haber muchos sistcmas de lo- 
garit mo a. 

Esto entendido , se llama base en nn sistema de 
logaritmos ai segqndo termino de la progresion geo- 
metrica , .cuyo logaritmo es la .unidad , y de cuyas 
potencias van res.ultando los demas ; y logaritmo de 
un numero es el esponente A que se ha de elevar la base 
para producir dicho numero . 

207 Sea, pues, a la base de un sistema cual- 
quiera , x un logaritmo y % su numero ^ y se tendra 

5 c=logv*'y a x -6 a ^ 0 ^' 

igualmente , siendo tf / =log.z / , 

se tendra a x/ =a^ 0 ^' % ~z* 

i.° Si multi plicamos estas dos ecuaciones , ten- 
drcmos a^xa x/ z==rzz / 6 xi x ~*~ x/ =z , 2 / j pero x-hx' es el 
esponente a que se ha de elevar la base a, para 
que resulte el producto zz f , iuego sera su logarit- 
mo , y se tendra *-4-x y =iog. zz' , y como jc=log,z 
y iog.% 7 , sustituyendo resultara 
log.^log,2 , ‘=log.%%'' j que quiere decir que para 
hallar el logaritmo de un producto se han de sumar 
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los de los fact ores ; y 'e/ numero queen las tablas del 
; sistema corresponda d esta stiinri, sera el producto f 
Asi, si quiero multiplicar r 6 por 256, , dire: 
log. 1 6= 2, log. 256=4 5 y’sp suma =6 sera el lo- 
garitmo del producto : y como 6 eorresponde a 4096, 
infiero que este es el producto de 16 por 256, como 
en efecto se verifica, 

2.'° Dividiendo las mismas dos ecuaciones 5 se 

tendra — 6 a x ~~ x/ = — $ 

y como aiiora ac — i' es el esponente a q ue se ha de 

z 

elevar la base para producir el cociente 6 numero — 3 

... %' 

este esponente sera su logaritmo , y se tendra 

'V'i't '• '•••*.. • . •• n viir . % 

2 z 

x—x'=lo g.— J 6 log. 2 — log,2'=log.— ; 

2 V 

que quiere decir , que para hallar el logaritmo de 
un cociente , se restard el logaritmo del divisor del 
logaritmo del dividehdo 5 y el numero que en las ta- 
bias corresponda a esta diferencia , sera el cociente que 
se busca. Asi , si quiero dividir 1024 pbr 16, dire: 
log. 1024=5, 16=25 y s 11 diferencia =3 sera 

el logaritmo del cociente 5 y como este 3 corres^- 
ponde al numero 64 , este sera el cociente y- se tern- 
dra ^=64 , como en efecto se verifica. 

3. 0 Si elevamos a diferentes potencias la eeua- 
cion anterior a x znz, 6 z~a x , sera 

de doncle sale (por ser fix el esponente a 4 ue se ^ 
de elevar la base a para producir z 11 ) que 
log.z n =:nx=:nl 6 g.z 5 

que quiere decir , que para hallar el logaritmo de 
una potencia , se ha de/ multiplicar el logaritmo de la 
raiz (6 cantidad ) por el esponente de la potencia , y el 
numero que en las tablas corresponda al producto ha- 
ll ado 9 sera la potencia qae se pide , Asi, si quiero 
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formaHa tercera potencia de 16, 'dirSVTbJi 16=2, 
que tijultiplicado por 3 (esponeiite de la potencia) 
da 6 j 'y como 6 ;corresporide : 'al numero 4096 , ini- 
fiero qUe 16^=45696 , como eri efecto se v'eHrica. 

4. 0 Si de la ecifeicion %—a x estraemos raices de 
diferentes grades ? tendremos 

SC X X 

_ 3 _ J ; n __ n 

V%=v/^ ; ==a ' 2 5 Va*=i:a' 3 •;..V'^=V / ^i==a * ; 

x 

de donde sale (por ser — el esponente a que se ha 

■’ ' ft : •. 



de elevar la base a para producir el numero \/ z). 



n 



que log. \/ 2— i— = 



log.2 



que quiere decif que para hollar el logarlimo de unit 
raid, se ha de dtvidir el logaritino- de la cafitidad poir 
el esponente de la raiz, J el numero que en^i as- tablas 
correspdnda d este cociente y sera la rdfa que se pide, 
Asi , si quiero 'estiraer la raiz cuadrad^ de 4095, 
dire s log. 40 96=6 , que dividido por 2 (esponente 
de la raiz) da 3 ; y cooio 3 corresponde al riiimero 
64 , di’go que 64 is Ia~ raiz de 4096 6 que 1 

V / 4096^=d4 , como. en efecto se verifica. \ 

, 208 Como el sistema de numeracion sigue su ley 
constants de diez en diez , tambien.se ha elejido es- 
te numero para base, del sistema logaritmieo mas u- 
s,ual-$ de modo que . para la formaciqn de las tablas se 
pan reunido las dos: progresiones sigdientes: 

- 5 -o. 1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 .&e* 

•H- 1 : 1 o: 1 00: 1 000: 10000: 1 00000: i oooooo:&c. 

Si en cllas se interpolase entre cada dos terminos 
dn numero considerable de medios , los resultados 
formarian dos nuevas progresiones sumamente lar~ 
gas $ y tomando en la geometrica Ids ntimeros natu~ 
rales i ? 2 ? 3, 4 ; $ &c. hasta 10000 ? hasta 108000/ 
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(de todas estas hay tablas impresas) hasta 200000* 
(de estas las hay calculadas , pero no impresas) &c. 
poniendolos en columna , y ven otra a su derecha 
los terminos correspcndientes de la aritmetica 6 los 
logaritmos , se tendrian formadas las tablas como 
vulgarmente se presentan. 

En todas las tablas de logaritmos esta esplicada 
su disposicion particular , y las reglas para manejar- 
las j y como para entender estas dos cosas , suele 
aprovechar mas media hora de viva voz del Pro- 
; fesor, que toda la esplicacion que se puede poner en 
un libro de la naturaleza de este , y por otra parte 
en nuestro Tratado i elemental decimos muy circuns- 
tanciadamente todo lo necesario para la inteligencia 
y uso de las de D. Tadeo Lope y Aguilar, que son 
de las que nos servimos , tanto en aquella obra como 
en esta , para todas las operaciones : y por otra par- 
te , como esta inisma esplicacion conviene a las otras 
tablas que hay publicadas , omitiremos aqui todo es- 
to , y solo haremos algunas. observaciones. 

209 Puesto que io°r=:i , y io^io , veremos 
que log. 1=0 , log.roi=i 5 luego el iogaritmo de todo 
numero dijito, como 2,3, 4&c. ha de ser mayor que o 
y menor que 1 ; esto es , sera un quebrado decimal. 
Igualmente , como io^io.y io 2 =ioo, se inferira 
que el Iogaritmo de todo numero de dos cifras , des- 
de 11 hasta 99 inclusive, ha de ser mayor que 1 y 
menor que 2 , esto es , sera un entero y un quebrado 
decimal, Del mismo modo se inferira que el de todo 
numero de tres .cifras, desde 10 1 hasta 999 inclu- 
sive, sera mayor que 2 y menor que 3.5 esto es, 
dos enter os- y un quebrado decimal. Y en general 
que el Iogaritmo de todo niimero compuesto (escep- 
to la unidad seguida de ceros) consta de tantasuni - 
dades en enteros , como cifras tiene el numero menos 
una , y de un quebrado decimal 9 si el numero es la u- 
nidad seguida de ceros , su Iogaritmo consta de tan- 
las unidades como ceros acom^anan a la unidad , y el 
quebrado decimal es cero. 
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210 - El numero, que espresa los enteros en los lo- 
garitmos, se llama car act eristic a , y el quebrado de- 
cimal se llama mantisa . . 

Luego dado un numero , se puede conocer inme- 
diatamente la caracteristica de su logaritmo (209)$ 
y dado un logaritmo se puede saber inmediatamente 
las cifras que ha de tener el mimero en enteros, 
q,ue .son t ant as mas una como unidades tenga la ca- 
racteristica por esta causa se suele omitir la carac- 
teristica en algunas tablas. 

21 1 Los logaritmos de los numeros que crecen en 
progresion decupla tienen una rnisma mantisa ; por- 
que ban de res altar de la suma del logaritmo del 
inenor con el de 10 > 100, 1000 , &c. que son 
j, 2 , 3 , &c. sin mantisa. V. g. la mantisa de 23 
jes la misma que la de 230, de 2300, de 23000 &c.$ 
porque 

230=23x10 y (§ 207, i.°) log. 2 3$*= log. 2 34-log. 105 
2300=23x100 y log.230crzzlog.23-Hlog.100, 

De donde resulta que si se anade una unidad & 
la caracteristica de un logaritmo 7 corresponds d un 
numero diez veces mayor , 6 equivale a muttjplicar 
for diez dicho numero $ si se anaden dos unidades 
equivale d multiplicar por 100 el mismo numero $ y r 
ad sucesiv ament e. T si se quit a una unidad d la ca - 
racteristica de un logaritmo , equivale d haber divi- 
dido su numero por 105 si se le quit an dos , equiva - 
U d haber dividido su numero por 100, Jcfc. 

212 Se llama complemento- aritmetico de un nu- 
mero lo que le falta- para valer la . unidad seguida 
de tantos ceros como cifras tiene dicho numero, Asi, 
el complemento de los niimeros dijitos es lo que les 
falta para 10 $ el de los numeros de dos cifras , es 
lo que les falta para 100 , &c. De donde se sigue 
que para hallar el complemento aritmetico de un.nu- 
^ero cualquiera , se restard la cifra de las unidades 
de 10 y todas las demas de 9 ; 6 al contrario , que 
es lo mejor , se restard , empezando por la izquierda y 
tada guarismo de 9 > y el ultimo significativo ? 6 el de 
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las unidades de 10. Asi , si qaiero hallar el complex 

mento de 357, dire : de 7 a 10 vail 3 5 de 5 a 9 van 

4 3 de 3 a 9 van 6 3 y tendre que 

comp. arit. de' ‘3 $7=643 3 6 einpezando’ por la iz- 

quierda dinar de 3 a 9 van 6 ; de 5 a 9 van 4, y 

de 7 a 10 (porqtie es el ultimo) van. 3 , y tengo 643 

como antes 3 y haciendo la resta por el metodo or- 

dinario (32) como aqui se ve (M): se halla lcfmismo. 

Si quiero hallar el de 8940, dire, em- (M) 
pezando por la izquierda : de 8 a 9 va 13 1000 

de 9 a 9 va o 3 de 4 a 10 (porque es el 357 

ui.iii.no signilicativo) van 6 3 de o a o , va 

o 3 y tengo comp. aritm. 8940=1060. 643 

213 Se llama tambien compleriiento logaritmico 
de un numero al compiemento aritmetico de su loga- 
ritmo. Asi , si quiero hallar el compiemento logarlt- 
mico de 85436 buscare su logaritmo, y encontrare 
que es 4, 9316409*3 y hallando el compiemento de 
este , diciendo de 4 a 9 van 5 3 de 9 a 9 v-a o 3 de 3 
a 9 van 63 de 1 a 9 van 83 de 6 a 9 van 3 3 de 4 
a 9 van 5 5 de o a 9 van 9 3 de 9 a 10 va 1 : tendre 
que comp. 10^.85436=5,0683591. 

214 Ei compiemento aritmetico convierte la o* 
peracion de restar en sumar 3 para lo cual se suma 
con el minuendo el compiemento aritmetico del s us* 
traendo , y en la suma se rebaja la unidad (6 unida- 
des) correspondiente al compiemento 5 esto es , eh las 
decenas , si el compiemento fue a 105 en 

las centenas, si ei compiemento fue a 100, (A) 

&c. Asi, si quiero restar 438 de 787, con 787 
el 787 suma re (A) el compiemento de 438 5 62 

que cs 562, y en la suma 1349'tachare el — — • 
irdliar , y me quedara la resta verda- *349 
dera 349. " ; 

Esto se funda en que en vez de quitar de 787 
el 438 , le anado lo que le fait a para mil 5 luego no 
solo tendre que quitar el 438 , sino ademas el 5623 
y como todo compone 1000 , por eso se borra en la 
suma, donde corresporrde, la unidad del compiemento. 1 
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215 La importancia del complement es cuando 
hay que ha,cer sumas y restas con las cantidadesj 
pues entonces sumando los complementos de las que 
se han de restar , y rebajando las unidades donde cor - 
responda , con una sola operacion se hacen todas . Es- 
to es lo que sucede en las proporciones , en que se 
quiere calcular el cuarto termino por logariunosj 
pues como su logaritmo se compondra de la suma 
de los logaritmos de los medios , menos el logaritmo 
del primero : en vez de sumar y restar, se suma con 
los logaritmos de los medios el complement 0 logarit - 
mco del primero $ y rebajando la decena en la carac - 
Uristica , se tendrd el logaritmo del cuarto termino . 
Asi, si quiero hallar por logaritmos el cuarto ter- 
mino de esta proporcion 864: 1329:1463 5:^ 



con log. 1 329=: 37X235250 

sumo ^.46353= 3,6660497 

y, comp. log. 8643: 7,0634863 

y tendre-.... ^,*=*3,8 5 3061 0=^.7129,5 3* 



cuyo numero sera el cuarto termino que se pide. 

216 Por estensas que sean unas tablas , nunca 
pueden contener los logaritmos de todos los mime- 
rosj pero por su medio se pueden hallar. En efecto, 
si se quiere hallar el logaritmo de un numero misto^ 
sereducird el entero d la especie del quebrado que le 
acompana (71) , y estard reducido d hallar el logarit * 
mo de un cociente (207, 2. 0 ). Asi , si se pide el loga- 
ritmo de 25^, dire: 

log.329— log.9=2, 3 5983 5 5-O.954242 5 = 1,405 5930 
Si en vez de reducir el entero a la especie del 
quebrado , se convirtiese este en decimal con cinco 
guarismos , seria 25,44444 5 en este caso , poniendo 
i de caracteristica ,se encontraria que la mantisa es 
4 o 5 5 854+7 5=40 5 5 92 9,yJog. 2 5 ,44444=1 ,4055929, 
que solo se diferencia del anterior en 1 en el septi- 
too guarismo decimal , que en nada influye, 

217 El logaritmo de todo quebrado es negative 
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6 defectivo , como manifiesta la ecuacion a™=zn , en 
que si n ha de ser un quebrado , debe (i 1 8) por pre- 
cision la m ser negative, pues la base a es un nu- 
mero entero. Pero como nosotros hemos sentado por 
regia general, que cuando se hayan de caicular que- 
brados se conviertan en decimales , solo trataremos 
de estos introduciendo el complement© logaritmico, 
para evitar los logaritmos negativos. Asi, si quiero 
el logaritmo de 0,37, dire: log.o ? 37z=log.-^ d ^- = 
log. 37— log. 1 oozzlog. 37H-comp.log. 1 005 
por consiguiente con 10^37=155682017 



sumo ; .comp. log. 1 oo=8 r 

y tengo ^.0537=955682017. 

Si fuera log.o 3 o37=log. T §g^ , diria: 

con iog-37=i5 5682017 

sumo comp. log. 1000=7, 

y tengo ...logrOj037=8, 56820 17. 

Si fuera log.o,oo37=log. T5 % 7 ^ , diria: 

con , ...^,37=1,5682017 

■sumo comp.log. ioooo=6 y 

y tengo ..^.050037=7,5682017} 

y del mismo modoseria log.o, 00037=6556820175^0 



Donde observando que en todos eilos es la man- 
tisa una misma , que es la de los guarismos signifi- 
"cativos 37, y la caracteristica respectiva 9,8,756 &c., 
se deduce por regia general y que el logaritmo de to- 
do quebrado decimal tiene por caracteristica 9 5 a tan* 
tas unidades menos que 9 , como ceros hay entre la co-, 
ma y los guarismos significativos , y por mantisa la 1 
misma que la de estos*- 

218 Reciprocamente , si se pidiese el quebrado 
decimal a que correspondia un logaritmo dado , se 
pondria o y coma 5 despues se pondrian t ant os ceros 
como unidades faltasen d la caracteristica par<i 9 j J 
luego las cifras significativas que corresponuiesen a to 
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mantisa. Asi, se tiene 9,6542343 = log. 0,45106$ 
8,772 571 I=log.o,o59*345;7,376s77o=log.o, 00238. 

Aplicacion de los logaritmos d la estraccion de la 
raiz cubica * 

219 Si para formar el cubo de un numero , pre- 
feriinos a la multiplicacion el ejecutarlo por medio 
de los logaritmos (207, 3. 0 ) , respecto del 47 diremoss 

log. 47 3: =: 3 Xlog. 47 : = : 3 X I ^ 720979 = 
5,oi62937~log.io3823 > 
que es en efecto ei cubo de 47. 

Mas para estraer la raiz cubica de un numero 
cualquiera y siempre se hara por logaritmos $ para lo 
cual, se dividird (207,, 4. 0 ) el logaritmo del numero 
for el esponente 3 $ y el numero que corresponda d es - 
te cociente serd la raiz cubica, exacta 6 aproximada. 
Asi, si quiero estraer la raiz cubica de 592704 dire: 

iogVs^i=±l^!Z21 = = 

3 3 

1,9242793= Iog. 84 ,' 

: por consiguiente la raiz cubica del numero 592704 
es 84 exactamente. El que lo quiera comprobar pue- 
de formar el cubo de 84 ; y encontrara 592704. 
Igualmente se tiene 

kg. v-^T s =!f£Zil!i = ± 5225111 = 

i 3 3 

1,6258384=^.42,251 1; 

l» 8 V 78 i 4 ^ ; i ^- l ° g - 78S4,i7g,4, = S ’’ 8!>il - 

3 2 

~Z, , 29%Z r l62~\Qg. I 987,8 1 59. 

be las ecuaciones indetevminadas de primer grado * 

220 Dejamos dicho (142) lo que se entiende por 
probiema indeterminado , y ecuacion indeterminada. 
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Ahora anadimos, que se llama cantidad constante h 
que eri una niisma cuefstion’ ho puede tener - mas de 
un solo valor j y cantidad variable, la que en.unst 
misma question puede tener todos los valores que 
se quiera. V. -g. si quiero dividir el is en dos par- 
tes , puedo decir que son 8 y 4 , 6 7 y 5 , 6 9 y 3, 
6 10J y 1 J 7 6 15 y' — 3 &c. j donde veo que las par- 
tes en que voy dividiendo el 12 son diferentes , y 
por lo mrsiiio son variables y y ei is, que permane- 
ce uno mismo , es constante. El, numero de solucio- 
nes de una question indetenninada , se limita en mu- 
chas ocasiories' poniendo por condicion el que los 
numeros sean enteros y positivos. £,as caniidades 
constantes se. senalan con las primeras letras del al- 
fabeto,. y las variables con las ultimas ; as ! , axdzbzzzc 

c ax 

que da s=:±:—qr— , es la forma general de las ecua- 

ciones indeterminadas de primer grado entre dos va- 
riables x y 2. Pasemos a resolver algunas cuestiones. 
221 i. a Hallar dos numefos'cuya suma sea 16. 
Res . Sean x y 2 los dos numeros que busco , y 
tendre planteado el problema. en la ecuacion 
x-\-z—i6 , que da 2=16 — sc. 

Ahora > dando valores a x , iran resultando 
ra z los que aqui se ve: 

Si X— o , xnz 1 , sczr 2*, X—$ , X— 4 , xrz 5, 
sera 21=16, zzni 5, 2=14, 2=11 3, 2=12, 21=11, 
sc— 6 ,>c=7, 8, 9 r i ; cr, 11, 12, 13, 14, 15,16,17, 
2=10, 2=9, 8, 7, 6 , 5 , 4 , 3 , 2 , 1 , o ,-r. 

Donde se ve que la primera y pentiltima no son 
soluciones, porque no dan dos numeros, pues resul- 
ta uno de ellos =>. La ultima tampoco es solucionj 
porque resulta un numero negativo; y observando 
que la solucion sc=8 a que corresponde 21=8 , no 
da dos numeros diferentes , se deducira que el infini- 
to numero de soluciones que se podian dar a la cues* 
tion , queda reducido a solo siete ; pues v. g. la sc=5 
que da ,2“i i ? es la misma que la sczzi i que da 
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s&rrj. Por conSiguiente ? la cuestion en riurperos en-* 
teros positivos y diferentes 7 solo admite estas siete 
resolucioaes: 

i y 153 2 y 143 3 y 133 5 y ii 5 6 y 105 7 y 9. 

222 2. a Dividir 53 en dos partes tales que la 
unci sea divisible por 4 ? y la otra por 7. 

Res.- Baesto que la uua ha de ser divisible por. 
44 da podremos llaniar 45c, y la otra sera jz 7 y ten- 
dremos 4^+7^= 5 3. 

Ahora se despeja la x ? 6 en general la variable 
quetenga menor coeficiente 7 si en su espresion result 
ta quebrado , se igualard con. otra variable del mismo 
signo que la del quebrado 7 se despeja esta j y si en 
m valor resulta quebrado , se hace lo mismo 7 hasta 
llegar d unci variable que determine exactamente la 
anterior 7 en este caso 7 se va sustituyendo en los va 
lores de las antecedentes , y se tendrdn las del pro~ 
blema , que ■ solo dependsrun de la ultima j se dan 
mlores d esta , y se van formando las soluciones que 
satisfardn al problema. Asi ? aplicaado este metodo a 
la anterior , coino se ve ea (A) , despejaado x y sacan- 
do los enteros tendre la (ec.B); igualo el quebrado 
que tne ha resultado ? con otra variable u , y teago el 
valor (C) j (le pongo el signo menos 3 porque el nu* 
merador debe 

4^72;= 5 3 



ser negativo, 
si ha de ser ea- 
tero, y de con 1 
siguienteelco- 
cieute de partir 
por 4 .tambien 
losera)jdespe- 
jo ea esta la z 
y tengo el va- 
lor (D) • igua- 
lo el quebrado 
con t ? y teago 
la (E); despejo 
la w y tengo el 



(A) 

(*) 

(C) 
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4 
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13 — ZHh 
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valor (F); aho- (G) 3* — i~ht~q.t — i 

ra sustituyo es- (H) tf=i 3— 4 *-hi —3^1=1 5 —' yt 
te valor de u y 

t en el de % (D) , y se convierte en (G) j sustituyo el 
de z y el de u eu el (B) de x , y sale el (H). Donde 
tengo los valores de las variables del problema , que 
solo dependen de la variable t 5 doy, pues r valores 
a esta empezando por cero, y tengo que 
si o, tzn 1, 2, t= 3 

sale — i, z=3, £=7, z~ 1 1 
y xzn 1 5, x==:8, Xwi, xn — 6, 

El valor t— o y t=3 no satisfacen, porque dan 
negativa una de las partes del 53 j luego solo tiene 
el problema dos soluciones: primera t~i , que da 
3, y x=:8, y las dos partes 4* y 7^ del numero 
seran 32 y 21, cuya suma — 535 
y segunda , que da z’zzq y aczzi $ y las dos par- 
tes del numero seran 4 y 49 , cuya suma ==53. 

223 3.* Un mercader compra pano de d 61 reale: 
la vara , y pano de d 78 5 al ajustar cuentas encuentra 
que el pano de d 78 le ha costado 97 reales mas que 
el de d 61 1 cudnto compro de cada clase ? 

Res . Sea x el pano de a 61 , con lo que 6ix sera 
su valor $ por lo mismo. tambien sera 78a el valor del 
pano de a 78 $ y cotno el de a 78 le ha costado 97 
reales mas, se tendra pianteado el problema en la 
ecuacion 6ix-f>97=78£, 6 61x^:782— 97. 

De la que aplicando el mismo raciocinio de antes, 
se sacara despues de haber sustituido las variables 
u, t y r, r, q , que *=1783-1-47 , y 7=613-1-38. 

Por consjguiente, dando valores, resulta que pu« 
do comprar las siguiente varas de 

r Si 3= o , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , &c. 
pano de a 61 < x=r47, 125, 203, 281, 359, 437, &c» 

Idem de a 78 L 5=38, 99 ,160,221,282,343, &c. 

Cuyos numeros satisfacen a la condicion de valer 
siempre 97 reales mas el pano de a 78 que el de a 61* 
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Be las permutaciones y combinations, 

224 Se llaman permutaciones los diferentes mo- 
des de disponer 6 colocar muchas cosas las urias con 
respecto a las otras; y se Hainan combinaciones los 
diferentes modos de tomar muchas cosas de una en 
una ? de dos en dos , de tres en tres &c. sin atender 
al orden con que se han de colocar. 

Sean , pues, las cosas por permutar las letras del 
alfabeto. Si tuvieramos una sola letra tal como a> es- 
ta no admitiria nada mas que una permutacion. Si 
jomamos ahora dos letras a y b y se podra poner la a 
antes 6 despues de la b y en esta forma ab y ba y luego 
dos letras se pueden permutar de 2x1 maneras. Si 
suponemos ahora otra tercer letra c, esta se podra 
colocar al principio, en medio y al fin de cada per- 
mutacion de las anteriores ? y tendremos las seis si- 
guientes cab , acb , abc , cba y bca y bac y 
luego tres cosas ofrecen un numero de permutacio- 
nes espresado por 3x2x1 

y en general siguiendo el mismo raciocinio , deter- 
tninadamos que un numero n de letras 6 cosas , ofre- 
ce un numero de permutaciones espresado por 
n(n — 1 )(« — 2 )(« — 3). . . 2 x 1 . 

Es prodijioso el numero de permutaciones que 
ofrecen las cosas y pues si suponemos que en una 
clase entren nueve cfiscipulos, y se quiere averiguar 
los diferentes modos de que podran colocarse y este 
numero estara espresado por 

9x8x7x6x5x4x3x2x1=362880 ; 
y suponiendo que cada cinco veces que se coloeasen, 
lo hiciesen en un minuto, necesitarian 50 dias ? 9 ho- 
ras , y 36 minutos, 

225 Si de las cosas que se dan para permutar 
fuesen dos iguales , el numero de permutaciones se 
feduciria a la raitad, 6 se deberia partir por 2=r2Xi: 
como se ve en aby ba y pues si b no hay mas que, 
Una aa 6 bb. Si de las tres letras a 3 b y c y que dan seis ♦ 
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perinutaciones , fuese azubj no habria mas .que las 
tres ebb y bob, bbc , queues la mitad. Si hubiese tres 
letras iguales, ei nii.mero de permutaciones se redu- 
ciria a la sesta pane, o se deoeria dividir por . 

6— 3x2x1 : como se ve en las seis permutaciones que 
dan ciybyC j pues si tfmfamc, se reducen a una sola 
aaa 6 bbb 6 ccc . Continuando del mismo modo se 
deducira que si hubiese cuatro letras iguales , se de« 
beria dividir el mirnero de permutaciones por 
4X3X2X1 j y en general que si hubiese m letras igua- 
les, se deberia dividir por 

m (m— I )(772 — 2 ). . . 6 X 5X4X3X2XI. 

226 Edlas combinaciones generalmente se pone 
por condicion, que no se repita ningana, cuando se 
forinan las de dos en dos, de tres en tres, &c. Asi, 
si se toman para combinar las diez letras a , b , c , d, 

e > g> l > k* de una en una, daran 1 o n 1 



combinaciones. Si se quieren combinar de dos en dos, 

la a da las 9 3 afa, ac, ad...ak , 

la fa daria otras 9,faa, fac, fa J... fa/e, 
y cada una daria 9; de modo que el numero total sera 
1 0x9; pero como ab y faa, no dan mas de una coin- 
binacion, y cada una se repetira tambien dos veces, 



el numero de combinaciones diferentes sera- 



10x9 



2 




Si las mismas letras se quieren combinar de tres 
en tres , cada dos darian ocho diferentes , cuyo total 
seria 10x9x8 $ pero como cada seis no formaran mas 
de una combinacion diferente , se debera partir dicho 

, . , 10x9x8 

numero por 2x3, y dara mi 20. 

2x3. 

Del mismo modo. se sacara que de cuatro en cua- 
10x9x8x7 

tro daran m2 10$ y asi sucesivamente. 



2x3x4 
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Cor. Luego eljugador de loterla que acertase los 
dnco estractos , puede ganar 

5x4 . 5x4x3 

=10 ambos j y =10 ternos, 

2 2x3 

Proposiciones import antes acerca de las cantidades 

constitutes y variables > y de los limit es. 

227 Teor. Si una cantidad variable X 3 al paso 
que crece 3 se acerca a la const ante B 3 la const ante B 
sera mayor que la variable X. 

Bern. Si no es B>X 3 sera 6 B<X. 

No puede ser BzrX; porque entonces 3 si Xcrecesese < 
para del valor de B ; y si vuelve a crecer , se volvera 
aseparar mas* y acada paso que vayacreciendo, seira 
separando del valor de B ; lo cuai no cumple con la 
circunstancia del teorema, que es aproximarse X a B 
al tiempo que crece ; luego no puede ser B~X. 

Tampoco puede ser menor ; qpues si B<zX, al pa- 
so que X crezca 3 se diferenciara mas de B ; y por 
lo mismo no cumple con la circunstancia de que X> 
al crecer 3 se acerque a B ; luego no puede ser BcXj 
luego si B no puede ser igual ni menor que X 3 sera 
£>X 3 que era L. Q. D. D. 

228 Teor. Si una cantidad variable X, al paso 
que mengua 3 se acerca a la constanie B 3 esta B sera 
menor que X. 

Bern. En efecto , si no es B<X 3 sera igual 6 
mayor. Si es B=X, y X mengua, se diferenciara 
de Bj y si vuelve a menguar 3 se diferenciara mas; 
y al paso que vaya menguando , se ira diferencian- 
do mas de B ; lo que no puede ser , pues la condi- 
tion del teorema exije que se vaya aproximando. 

Tampoco puede ser B>X; pues al paso que X 
mengiie, se ira diferenciando mas de B, que tampoco 
cumple con lo ehunciado. Luego si B no puede ser 
igual ni mayor que X 3 sera B<X, que es L. Q. D. D. 

229 Teor. Si dadas dos cantidades desiguaks ) de 
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la mayor se quita la mitad , y de lo que quede la 
mitad , y asi sucesivamente , se llegard d un resulta - 
do que jeri menor que la otra cantidad , por pe- 
quena que sea . 

E$p/. Sean B y K estas dos cantidades ( esto es, 
£ tan grande y K tan pequena como se quiera); digo 
que si de la mayor B se quita la mitad, y de lo que 
quede la mitad, y asi sucesivamente, llegare a tener 
tin residuo menor que la otra cantidad K , por pe- 
quena que esta sea. 

Bern. Multipliquese K por un niimero n , tal, 
que el producto nK sea 'mayor que B , y al misrao 
tiempo sea el multiplo mayor mas aproximado al va- 
lor de B j y en este caso sera B<.nK. 

Ahora, si estas cantidades sondesiguales, tambien 

B nK 

tendran desiguales sus mitades , y sera- — < — $ 

2 2 

pero si en vez de tomar la mitad de nK , se quita so- 
lamente K (que sera igual con la mitad de nK solo 
cuando nzz 2 , y en todos los demas casos sera menor 
que la mitad de nK ), con mayor razon quedaran des- 
iguales ; luego %B<nK — K=z(n — i)K. 

Si de estas cantidades desiguales quitamos la mi- 
tad, tambien quedaran desiguales j y si de la mayor 
quitamos menos de la mitad (como sera quitar K en 
el caso de que (n — 1) sea mayor que 2) , con mas ra- 
zon quedaran desiguales, y se tendra %B<(n — 2) K$ 
y como siguiendo quitando a la menor la mitad , y 
a la mayor la cantidad K (que solo sera igual con la 
mitad en el caso de que el multiplo que reste de K 
sea el duplo) los r^sultados quedaran siempre des- 
iguales; tendremos que, al haber hecho un numero 
de divisiones y restas, espresado por n — 1 ? los re* 

B 

sultados —j~—[ y nK — ( « — 1 )K=zK y 

2 £ 
quedaran desiguales, esto es, 
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Juego K sera mayor que el residue que nos quede 
de haber quitado a B la mitad, y a lo que quede la 
mitad &c. que es L. Q. D. D. 

Cor. i.° De aqui resulta que si de dos cantidades 
desiguales de la mayor se quita mas de la mitad y de 
lo que quede mas de la mitad , y asi sucesiv ament e y 
con mas razon podemos asegurar que lo que results , 
podrd llegar d ser menor que una cantidad dada , por 
pequena que sea. 

Cor. 2. 0 Tambien resuita que podemos concebir 
d toda variable un valor menor que cualquiera otra 
cantidad dada , por pequena que sea. 

Porque se puede suponer que la ley de su varia- 
tion sea el irse haciend'o sucesivamente dos veces 6 
mas de dos veces menor. 

Cor. 3. 0 Y como un producto (61 , 3. 0 ) disminu- 
ye al paso que mengua uno cualquiera de sus facto- 
res, cuando se quiera hacerle menor que cualquier 
cantidad dada , basta hacer d uno de los f adores su- 
cesivamente dos veces 6 mas de dos veces menor. 

230 Teor. Si la variable X se puede acercar d un 
mismo tiempo (creciendo 6 menguando) tanto como 
se quiera d dos constantes A , B , dichas constantes 
serdn iguales. 

Dem . Si no es A~B, sera A—B+K-j 
y entonces acercandose X a A tanto como se quiera 
no se podra acercar a B al mismo tiempo , pues se 
acercaria a B-hif, y lo impediria la cantidad if $ y 
como por el supuesto se puede X acercar a A y B a 
un mismo tiempo tanto como se desee , resulta que 
no puede haber ninguna diferencia entre eilas $ lue- 
go seran iguales. L. Q. D. D. 

231 Teor. Si dos variables X, Z, creciendo 6 
menguando , se pueden acercar tanto como se quiera 
&dos constantes A, B, la relacion de las constantes 
$erd la misma que la de las variables , y se tendrd 

A:B::X:Z. 

Espl. Esta proposicion tiene dos partes, a saber: 
cuando las variables crecen, y cuando menguan, 6 
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lo que es lo mismo : primero, cuando A>X , B>Z$ 
y segunda, cuando A<X > B<,Z. 

Dzra. i.° Si no se verihca que A:B::X:Z , 
sera A:B>X:Z , 6 A:B<X:Z. 

Si A:B>X: Z , podremos hacer que crezca el an- 
tecedents X de la segunda razon lo suhciente , para 
que esta resume igual con la primera $ y suponiendo 
que sea X' die ho antecedente, se tendra 

A:B::X<:Z (in), siendo X'>X , • 
pero , por pequeha que sea la diferencia X 7 — X, to- 
davia por el supuesto puede ser menor la diferencia 
A—Xj luego sera A — XcX / — X* 
y como estas dosdiferencias^desiguales, tienen el mis- 
mo consecuente, el antecedente de la primera (17 1 cor.) 
sera menor que el de la segunda ; y se tendra A<.X'. 

Comparando estas dos cantidades con una misma 
B , cuando se compare la menor se tendra (17 1 cor.) 
menor razon, y sera A:B<X':B‘ y 
pero (prop, in.) A:B::X':Zj 

luego., sustituyendo esta segunda razon en Vez de la 
primera, se tendra X / :Z<X / :£; 
y como estas dgs razones tienen un mismo anteceden- 
te, la menor tendra (171 cor*) mayor consecuente, 6 
lo que es lo mismo, sera Z>B, que es contra el su- 
puesto ; luego no puede ser A:B>X:Z. 

Tampoco puede ser menor j porque si A:B<X:Z , 
podremos hacer que crezca el consecuente Z de la 
segunda razon, para que mengiie esta y resulte igual 
con la primera ; y representandole por Z', se tendra 
A:B::X:Z / (n) y Z 7 >Z; 

pero, por pequeha que sea la diferencia Z / — Z, puede 
ser aun menor la JB— Z por el supuesto ; luego sera 
B—Z<Z / — <Z, lo que da £<Z'. 

Comparando ahora la cantidad A con estas dos, 
cuando se compare con la menor B , se tendra mayor 
razon, esto es , A:B>A:Z . 
pero (prop, n) A:B::X:Z'j 
luego sustituyendo se tendra XiZ'^AiZ'j 
y como estas dos razones tienen un mismo consecuen- 
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v tc, Ia mayor tendra mayor amecedente y dara X*^>A y 
que tambien es eontra el supuesto; luego si no pue- 
de ser A:B > ni <X:Z, sera A:B::X:Z y 
que era L. i.° Q. D. D. 

, 2. 0 En el caso de AcX y B<Z , tendriamos que 
{si no fuese A:B::X:Z , seria A:B"> 6 cX:Z . 

( Supongamos en primer I ugar que y 4 :.B X:Z, 
en cuyo caso se hara A:B::X:Z / (o), siendo Z'<Z- 
y discurriendo como antes sacaremos Z— L<!Z — Z'y 
de donde (171 cor ) sale B>>Z'j 
comparando ahora la A con estas dos cantidades, da- 
ra A:B<A:Z\ y en virtud de la (prop, o), sera 
X:Z'<zA:Z\ que (171 cor.) da X<.A y que es contra 
el supuesto $ luego no puede ser A:B > X:Z. 

Tampoco puede ser menor j porquesi/ 4 : 2 > ■< X:Z 7 
se podra hacer A:B::X':Z (p), siendo X / C Xj 
y siguiendo el raciocinio del caso anterior se deducira 
que X—A C X — X\ lo que nos. dara A > X', 
y comparando con una inisma cantidad jB, se tendra 
A:B > X':B , 6 (prop, p.) X':Z > X':B, . 
de donde resulta Z < B , que tambien es contra el 
supuesto j luego si no puede ser A:B> ni <X:Z 7 1 

sera A:B::X:Z\ que es L, Q. D. D. 

Cor. De aqui resulta que si la segunda razon fue «■? 
se de igualdad , la.priinera tambien lo seria , 6 lo que; 
es lo misrno, si las variaciones de X y Z fuesen ta~ 
les que en todos los casos se tuviese X=Z ? se tendria 
A=B, 6 las constantes serian iguales. 

- Esc . i.° ElcasodeZ? > XyB < Znotienelugar; 
porque cuatro cantidades de esta especie, comparadas 
.ordenadamente , jamas pueden forrnar proporcion. . 

Esc . 2. 0 Los principiantes deben procurar fami- 
liarizarse mucho con el lenguaje de la demostracioq 
anterior $ pues en lo sucesivo solo pondremos las des- 
.proporciones y consecuencias que de ellas resulten. 

Esc . 3. 0 Si dos cantidades variables X ? Z , se 
pueden acercar a un mismo tiernpo respectivainente d 
dos constantes A y B , tanto como se quiera , el pro - 
ducto X Z de las dos primer as , se podra acercar tan - 
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to como se quiera al producto AB de las dos ulti- 
mas (*). 

Espl. Esta proposicion comprende tres casos: 
i.° cando X< A y Z < By 2. 0 cuando X~> A y 
Z > B j y 3,° cuando X>^yZ<B,oal contra- 
rio X C A y Z > B : voy a demostrar que en todos 

(*) Como esta proposicion se ha tornado por evi - 
derate, no siendolo en realidad , Ziare agu* algunas re- 
fiexiones que me parecen de importancia . 

Tanto por los prologos de mis obras , co?rao por to- 
dos aquellos parages de ellas , en que se habla de los 
axiomas , he manifestado const ant emente lo mucha que 
se ha abusado de ellos , con perjuicio notable de la 
instruccion , y son bien notorios tambien mis no inter - 
rumpidos esfuerzos para demostrarlos sin tomar como 
verdaderos axiomas , sr wo aquellos que en efecto lo 
son , y estara reconocidos como tales por los mejores 
metafisicos j y son unicamente los que resultan del prin - 
cipio de identidad , de que una cosa es igual a eila 
jnisma. Pero cuando yo me lisongeaba de no haber in * 
currido en la falta de haber tornado por axioma nin • 
g una otra proposicion , que careciese de dicha circuns - 
iahcia , y de que habia demostrado todas aquellas que 
se han tornado y se toman aun como evidentes por los 
matemdticos , y que segun mi modo de ver , y el de los 
mas famosos metafisicos no lo son , he aqui que un dis - 
cipulo a quien yo esplicaba la Geometries , me ha he- 
cho ciertas reflexiones , por las cuales vine en conoci - 
miento de que la proposicion del testo no tenia el gra- 
do de evidencia que se le suponia: pues que las mis - 
mas razones que yo quise dar para disipar diclzas du - 
das y me dieron d conocer la necesidad de demostrarla . 

En efecto , supongamos que X y Z sean las dos 
cantidades variables que se puedan acercar respectiva - 
mente d A y B , que se suponen constantes todo lo que 
se quiera j no es tan evidente como se ha supuesto hasta 
ahora en todas las obras y aun en las mias> d pesar de 
ini decidida repugnancia d tomar por axiomas pro* 
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estos casos se tendra que la diferencia entre Ios pro- 
ductos A.B , y X.Z podra llegar a se r menor que 
cualquier cantidad dada, por pequena que pueda ser 
esta cantidad. 

Dem. i.° Supongamos qu t X <. A, Z <ZB > y 
que en un estado cualquiera de la cuestion sea as 

posiciones que no lo son , el que el producto X. Z se 
puede acercar al producto A.B tanto como se quiera 9 
porque suponiendo las mismas condiciones espresadas 9 
y que se tenga el primer caso que ofrece dicha propo- 
sition , d saber : que X<A^ Z< B, el producto 
X.Z sera menor que X-B$ y X.B siempre serd menor 
que A.B y luego , pues que entre el producto X.Z y el 
A.B j ha de haber siempre una cantidad intermedia 
X.B , re suit a que hay mas motivos para infer ir que la 
proposition es falsa , que no para tomarla por axioma 9 
como se hace en todos los libros de Matemdticas al de* 
mostrar las proposiciones que citamos . 

Lo mismo se verifica en el 2. 0 caso de ser X > A 
y Z > B pues X.Z serd mayor que A.Z , y 

■ A.Z > A.B j luego tambien hay aqut una cantidad A.Z 
intermedia entre X.Z y A.B. 

Las primeras tentativas que yo hice para disipar 

■ dichas dudas no cooper aron mucho para comprobar la 
\ evidencia de la espresada proposition. En efecto , yo 
1 quise hacer una comprobacion numerica , y supuse que 

se tuviese A = r 00 , y B— 1000, X=99 , y Z=999$ es 
decir y valores que se separan el de X en una centesima 
parte del valor de A, y el de Z en una milesima del 
d* B ; y sin embargo resulta que en este caso la dife- 
tencia entre los productos X.Z y A.B, es nada menos 
que 1099, q ue e * de mucha consideration . Suponiendo 
^ zz 99 > 9 5 Z=999,9 , conservando Ay B los mismos 
[ valores de antes , resulta la diferencia de 109,99 que 
tambien es considerable , y suponiendo los inismos va- 
lores d A y B , y que X=99,99, Zzzppp y pp 9 todavia 
Insult a una diferencia de 10,9999. 

Convene ido ya de que no se podia tomar por evi- 
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el esceso de A sobre X, y S el de B sobre Z: la 

cual tios dara AzzX- hoc (i) , B=Z-hS (2), 

Multipiicando estas ecuaciones y pasando el pri- 
mer temiino X Z del segundo iniembro al primero, 
se tiene A.B — X.Z~aZ~h€X-\-oc€ (3). Y todo esta re- 
ducido a probar que , por la naturaleza de la cues- 

dente dicha proposition , trate de demo strati a ; y en 
las investigations s que hice antes de hollar la demos - 
tracion del testo , encontre nuevos fundainentos para 
no deberla reconocer como evident e. En efecto^yo tra - 
te de probar que el segundo iniembro de la ( [ec . 3) se 
hacia dos veces menor, supqniendo que la diferencia 
entre cada variable y su constants respectiva se hiciese 
dos veces me nor j pero encontre que no por esto dicho 
segundo iniembro se hacia d,os veces ms nor , y que por 
consiguiente no disminuitia bast ante para poderse com * 
jprender en la proposition (§ 229). 

Supuse despues que la segunda variation que so « 
breviniese d las variables , fuese el reducirse su dife • 
rencia d la tercera parte de lo que era antes , y obtu • 
ve cl siguiente resultado : donde vemos 

que cada uno de los dos primeros terminos es menor 
que la mitad de su correspondiente en el segundo miem - 
bro de la espresada (ec. 3) ; pero que el tercero es mas 
de la mitad , y por consiguiente no se puede deducir en 
general si esta espresion sera 6 no la mitad de la (ec. 3). 

Para disminuir desde luego el numero de tentati - 
vas , supuse en general , que la segunda variation de 
X y Z y fuese el convertirse en 

A =:X'h- .a, BzzZ'h . 6 , esto es , queen 

2°H— l 2 n -4-I 

general las diferencias fuesen mas de dos veces mejio- 
res que las primitivas ayf, y me propuse determiner 
el valor que deberia tener n para que la diferencia de 
los productos fuese mas de dos veces menor que ei se- 
gundo iniembro de la (ec. 3) , y obtuve , que n debid 
ser igual con ‘s/\)lo que daba para las diferencias w 
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tiori, el segundo mieinbro de esta ecuacion puede 
llegar a ser tan pequeno coino se quiera. 

No se puede tomar por evidente el que, pudien- 
do disminuir ay f todo io que se desee , cada uno de 
los terminos de que se comp one dicha espresion dis- 
minuira lo que se quiera $ pues , aunque es cierto 



tre X y A , y Z y B , los valores — a , — S , y este 

3?5 

dato es el que me ha servido de fundamento para su~ 
p oner en el testo que dichas diferencias se fuesen redu - 
ciendo d cada operation d la cuarta parte ^ y quedase 
demo's trad a la proposition . Despues , he referido d ella 
las propositions en que se demuestra (418) que la dr- 
ferencia entre la 'superficie de la pir amide inscrita en 
el cono, y la de la circunscrita puede llegar a ser 
menor que cuaiquier cantidad dada 5 y (431) que la 
diferencia entre la superricie del cuerpo circunscrito 
y la del cuerpo inscrito en una esfera , es menor que 
cuaiquier cantidad dada : y tambien el que a toda es-- 
1 fera (434) se le puede inscribir y circunscribir dos 
cuerpos , tales que la diferencia entre sus volumenes 
sea menor que cuaiquier cantidad dada. Con lo cual y 
quedan demostradas estas tres propositions con todo 
el rigor geometrico , y que por los mctodos con que se 
tan demo str ado hast a el dia se hall an sin apoyo al~ 
guno. 

Esto nos da d conocer lo muy circunspectos que de~ 
lemos ser en tomar por conocidas , cosas que no lo son ± 
y aun en hacer ciertas hipotesis aventurcida's , que des~ 
pues se reconocen inexactas : asi es , que ahora se aca - 
ba de reconocer por los import antis trabajos de 
• M. M. Poisson y Cauchy ? que es falsa la suposicion 
que hizo hagrange , de que en la oscilacion de las on - 
das , el movimiento solo se estendia d capas muy c erect 
de la superficie : y del mismo modo se echard de ver 
que en algunos otros puestos se hacen hipotesis arbitral 
rias 6 se viene d suponer lo mismo- que se busca. 
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que ay? pueden disminuir indefinidamente por la 
naturaleza de la cuestion, resulta que en el mismo 
caso aumentan Zy Z, por la dependencia que tie- 
nen en virtud de la relacion que espresan las ecua- 
ciones (i y 2): luego los dos primeros terminos son 
de tal naturaleza que cuando uno de los factores 
disminuye, aumenta el otro, y por consiguiente na- 
da se puede establecer , en general, acerca de su de- 
crement 6 increment: por lo cual, es indispensa- 
ble manifestar, que por las condiciones que se pre- 
tijan, se ha d,e llegar a verilicar que la diferencia 
que espresa la (ec. 3) , podra llegar a ser menor 
que cualquier cantidad dada, que es lo que voy a ' 
ejecutar , fundandome en la proposicion demostra- j 
da (229). 

‘ Con este objeto, observare que, pues X siendo 
variable , se puede acercar a A tanto como se quie- 
ra , y lo mismo Z a B , se podra suponer que la va~ 
riacion que sobrevenga a X , despues del estado que 
suponen las (ec. 1 y 2), sea el de convertirse X en X'\ 
de modo que le falte £a para convertirse en A, y 
que sucediendo una cosa analoga a Z, se tenga 
A—X'^\a (4), -BzzZ'-t-J? (5). Formando el produc- 
to, y pasando el termino X'.Z' al primer miembro, 
se tendra A.B — X\Z f z=.\aZ f (6). Igua- 
Jando los dos valores de A , (ecs. 1 y 4), y los dos 
de B (ecs. 2 y 5), se tiene 
XH-a=X'+£a(7), Z+?=Z'h-J? (8), 
que dan X / =X-h%(x (9) , Z'=Z-h %6 (10). 

Sustituyendo estos valores en el segundo miem- 
bro de la-(ec. 6.), resulta 

A.B—X'.Z'=i~oiZ-i-% 6 X=£;CcG (ri). Comparando el 
segundo miembro deesta espresioncon el de la (ec. 3), 
resulta que el primer termino JaZ, siendo la cuar- 
ta parte del primero aZ , es mas de dos veces menor 
que el j lo mismo sucede ai %G.X respecto del ?.X$ 
y como tambien se veritica que es mas de dos 
veces menor que el tercer termino a? de la espre- 
sion (3), resulta que cada uno de los tres terminos 
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del segundo miembro de la (ec. n) es mas de dos 
veces menor que su correspondiente en la (ec. 3); 
y por consiguiente todo el segundo miembro de la 
(ec. 1 1) sera mas de dos veces menor que todo el se- 
gundo miembro de la (ec. 3) , y como lo mismo su- 
cede a los primeros miembros , tendremos que 
A.B — X J .Z' es mas de dos veces menor que 
A<B—X.Zj y como raciocinando del mismo modo, 
obtendriamos espresiones 

A.B—X" .Z", A.B—X'".Z'" y &c., que a cada paso 
fuesen siendo cada una mas de dos veces menor, re- 
sulta que, al cabo de cierto tiempo (229 cor. i.°) f 
se liegara a tener una que sea menor que cualquier 
cantidad dada j que era L. i.° Q. D. D. 

2. 0 Supongamos ahora que sea X> A, Z > By 
voy a demostrar que tambien se verifica , que la di- 
ferencia entre el producto X.Z y A.B > podra ser 
menor que cualquier cantidad dada. 

En efecto , supongamos que en un estado cual- 
quiera de la cuestion , se tenga 
X~A-ba, (12), y ZzzB-b£ ( I 3)> formando el produc- 
to , y pasando al primer miembro el termino A.B > 
sera X.Zr—A.BzzzccB-h-^A-i-cc^ (14)* 

Aqui ya la demostracion es mas sencilla; pues 
como A y B son constantes suponiendo que a y (? 
se hagan solo dos veces 6 mas de dos veces meno- 
res, los terminos a B y SA se hacen cada ujio dos 
veces menor j y como el aS se hara en este mismo 
caso cuatro veces menor queda demostrado, que el 
segundo miembro de la (ec. 14) se hace mas de dos 
veces menor: luego al cabo de cierto tiempo (229 
cor. i.°) liegara a ser menor que cualquier cantidad 
dada, que era L. 2. 0 Q. D. D. 

3. 0 Supongamos ahora que X> A y B <, Z , y 
tendremos por ejemplo , 

Az=X-h a (15) y B—Z—£ (r6); lo que nos dara 
A;B-X.Z^aZ--SX--ctG (17). 

Aqui no se puede asegurar nada en general sa- 
bre si el producto A.B sera mayor 6 menor que X.Z$ 
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pero Io que si sabemos es que dicho segundo miern- 
bro, ha de ser raenor que ei segundo de la (ec. 3) 
que consta de los mis mbs tenninos pero todos posi- 
tivos j y coino hetnos deuiostrado (i.°) que el segun- 
do miembro de la (ec. 3.) puede llegar a ser menor 
que cualquier cantidad daaa, con mas razon io po- 
dra llegar a ser el de la (ec. 17) que es inenor 3 y 
como io mismo demostrariamos del caso ea que 
X > A , y B> Z , resulta L 3. 0 Q. D. D. 

Esc. 4. 0 Hemos supuesto en la proposicion an- 
terior que A y B eran cantidades constantes ; pero 
si una de ellas 6 las dos fuesen tambien variables, 
tales que al variar, se fuesen acercando a los valo- 
res de las otras dos X, Z , con mas razon se verifi- 
caria la proposicion: por lo cual se puede establecer 
en general , que si cuatro cantidades son tales que dos 
de ellas se pueden acercar re spectiv ament e al valor de 
las otras dos d un mismo tiemvo tanto como se quiera , 
el producto de las dos primeras se podrd acercar tanto 
como se quiera al producto de las otras dos. 

232 Cuando una cantidad variable se puede acer- 
car a otra constante tanto como se quiera , de ma- 
nera que la diferencia entre ellas pueda llegar a ser 
menor que cualquier cantidad dada, pero sin que 
jamas puedan llegar a ser iguales, se llama a la 
constante limite de la variable. 

En ia idea de limite estan comprendidas esencial- 
mente dos : la primera que la cantidad se pueda acer- 
car al limite tanto como se quiera j y la segunda 
que jamas pueda llegar a serle igual. 

Por esta causa A y B (§ 230) son el limite de X; 
y aqueila proposicion quiere decir, que si dos can- 
tidades son limite de una t ere era , son iguales entre 
si. Igualmente (§231 ) A es ei limite de X y B el 
de Z; y dicha proposicion quiere decir, que si dos 
variables al crecer 6 menguar , se acercan respectiva - 
mente d sus limit es , la relacion de estos es la inisina 
que la de las variables. 

Igualmente ; ia proposicion del (esc. 3. 0 § 231) 
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quiere deeir*: que si dos variables se acercan respec- 
tivamente d sus limit es , el pro duct 0 de dichas canti - 
dudes se acerca tambien al producto de sus limites. 

233 Toda cantidad variable tiene dos limites: 
uno verdadero que es 05 y otro que es un limite consi^ 
derado y se represent a por £. 

En efecto, si x es dicha variable, y a cada iva- 
riacio'n se va convirtiendo en ser la mitad 6 menor 
que la mitad, al cabo de cierto tiempo llegara a ser 
menor. que cualquier cantidad dada , por pequena 
que sea; y por io mismo la diferencia entre x y o 
podra llegar a ser menor qpe cualquier cantidad 
dada. Por otra parte, x jamas llegara a ser cero, 
mientras permanezea cantidad , luego el o tiene las 
dos circunstancias esenciales al limite , y por lo mi§-» 
mo es el limite de las cantidades que decrecen , 

Ahora, si en la espresion — 6 J-, la x va dis* 

xx 

a 1 

minuyendo , — 6 — ira aumentando ; y como x pue* 
x x 

a 1 

de disminuir tanto como se desee, resulta qfie — 6 — , 

x * 

podra llegar a ser mayor que toda cantidad asigna- 
ble ; pero x al disminuir , se va acercando continua- 

mente a su limite o , luego la espresion — 6 — se 

x x 



ira acercando continuamente a — 6 — 4 que es el 

o o 

limite do las. cantidades que crecen . 

Esc . Este limite no es verdadero ; porque no.' 
contiene la segudda propiedad del limite ; en efecto, 
no se puede suponer que siendo Z una variable, 
que va creciendo , le falta para llegar as^r § la 
cantidad K ; porque entonces afiadiendo a Z la it, 

13 t. i. 
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deberia ser Z-f-A=J , y por consiguiente J no po-* 
dria esceder de Z-hK , que es contra el supuesto 
de que puede ser mayor que toda cantidad dada, 
por grande que sea, 

234 A la espresion J se le suele dar el nombre 
de infinito , j se sgnala con este signo co \ de manera 
que £ e 00 representan una misma gosa, 

Puestq que $=00 , si quitamoa el divisor sera 

1=0X00 j y dividiend.0. por 00, sera, -i=o>loque 

00 



suministra otro medio de representar el cero , li- 
mite de las cantidades que decrecen. 

235 La espresion 1=0x00, 6 a= oxoo, da a 
conocer que una cantidad cualquiera se -puede suponer 
representada por cero. multiplicado por el infinito. 

Si en vez de oq ponemos su valor — 6 J, sera. 

Q 



a=ox- 



axo 



y si en vez de o sustituiinos — $ sera 

OQ 



1 00 

fl==OXOO= XOO= j 

CO 00 

donde se ve que tatnbien es sirnbolo de una cantidad 

cualquiera la espresion — * 6 — . 

o 00 



236 Todos estos slmbolos sirven para indicar- 
nos, cuando las cirgunstancias con que tratarnos de 
determinar una cantidad , son insuficientes para este 
objeto, por convenir a cualquier cantidad en. ge- 
neral. V. g. esta cuestion, 

Un hombre , d quien se pregunta cudnto. dinero 
tiene , responde : si al triplo de ini dinero anado. 5 du - 
ros , tengo dos veces. la scptima parte de 21 , mas cin« 
co octavos partes de veinticuatro veces mi dinero par- 
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tido por cinco , menos un duro. Cudnto dinero teniai 
Res. Llamando x a dicho numero, tendre plaii** 
teado el problema en la siguiente ecuacion : 

2 5 24X 

3x^5 = — X2 IHh- — X— 1 j 

7 8 5 

que practicando lo dicho (150), tendre 

i,6 x( 3 — |x a /)=fxa 1 — s—8 



24X 

3X — |x — =|X2I— S 



que da x: 







Lo que manifiesta que la cantidad x puede tener 
un valor cualquiera. Para que no se estrane este re-r 
sultado , se ejecutaran las operaciones indicadas eu 
el segundo miembro de la ecuacion , y se tendra 
Sx-hS=^-h^ Q -x — i=6-hs x — i=3x-H$ j 
que quiere decir que el triplo de dicho numero mas 
cinco j es igual con el mismo triplo mas cinco • Y 
cotno cualquier cantidad es igual con ella misma, 
resulta que toda ecuacion en que los dos miembros 
esten representados por una misma cantidad, no pue- 
de servir para determinarla j y por lo mismo el cal- 
culo debe indicar en el ultimo resultado , que cual-* 
quier cantidad cumple con la circunstancia exijida. 

Esc. Esta clase de ecuaciones se llaman identicasy 
y aunque las espresiones que se reducen a § pueden 
tener en general un valor cualquiera, hay casos par- 
ticulars en que no tienen mas de uno solo y deter** 
minado , cotno yeremos a su tieinpo. 
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PARTE PRIMER A. 

JYQcionqs prelimingj'es . 

a 37 G~eometria es la ciencia que trata de ave- 
riguar las relaciones y propiedades de la estension, 
en cuanto terminada 6 figurada. De consiguiente, 
eatre todas las propiedades de los cuerpos. que he- 
mos dado a conocer (intr.), la Geometria solo consi- 
dera la estension y la figurabilidad. 

Para adquirir una' idea exacta de la estension* 
se observara que un cuerpo cualquiera, v. g. ua 
libro , ea cualquier parage que este , ocupa una 
parte del espacio $ y quitado de alii, la parte del 
espacio se quedara dqnde estaha, la cual es la es*> 
tension del libro.. 

Donde se ve que el objeto de la Geometria no 
qs la estension impenetrable del cuerpo , sino la par- 
te del espacio que ocupa , ea donde se pueden 
ir colocando sucesivamqnte otros diierentes cuerpos. 

Todo cuerpo es estenso en tres sentidos dife* 
rentes que se llaman dimensions , cada una de estas 
tiene su nombre particular , relativo al modo con 
que se cousidera el cuerpo. Asi , la dimension que 
al uiirar un cuerpo es la mas larga , se llama ion- 
g itud j la que constituye lo ancho del cuerpo , se 
llama Latitude y la que constituye el gruesq . , al-! 
tura 6 profundidad , se llama profundidad 6 grueso. 
Asi , en el libro (fig. 1) visto de piano, lo que hay 
desde A a B es la longitud j lo que hay desde B 
a D la latitude y lo que hay desde B a G su gruesoj 
pero si se mira el libro de canto , por la parte DFGB, 
entonces se llamara longitud a la DB , latitud & 
la BG j y profundidad a la AB , que antes era 
la longitud. 
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La estension de tin cuerpo \$e Hama tam- 
bien voldmeu 6 cuerpo . g eometrico ; y aunque para 
Cons-tituirla son indispensables las tres dimensions, 
d por rnejor decir , aunque en la estension de todo 
cuerpo existen simultaneamente las tres dimenSio- 
nes , sin embargo por medio de la abstraction po- 
demos prescindir de una , de dos , y aun de las tres* 
Asi , prescindiendo del grueso EG , queda sola la 
'estension con las dos dimensions , longitud AB , y 
ladtud BD, que es lo que se llama superficie. 

Si enesta prescindimos de la latitud BD, queda 
la idea de estension en sola longitud, que se lla- 
ma linea ; y si ahota prescindimos de esta longi- 
tud, no quedara absolutamente nada de la esten- 
sion ; y a esta idea que resulta , se le llama punto 
inatemdtico. De modo que asi como para formar- 
nos idea de la nada 6 de cero , e s necesario pres- 
cindir de toda cantidad , igualmente para formarSfc 
una idea cabal del punto , es necesario prescindir 
de toda estension ; por manera que punto matemd - 
tico , y cero 6 carencia de toda estension , es una 
misma cosa. 

239 De todo lo dicho resulta i 1.® que la super- 
ficie no tiene nada de grueso y que es el limite de lo$ 
cuerpos ; pues para formarnoS su idea prescindimos 
de el; pero si en vez de prescindir de una vez , su- 
ponemos que va disminuyendo poco a poco, el cuer- 
po se ira acercando a la superficie , sin que jamas 
pueda confundirse con elia , hasta que el grueso s£ 
reduzca a cero , esto es , hasta que no haya cuerpo, 
que son las dos circunstancias del limite (232). 

2. 0 Que la linea no tiene nada de grueso ni de 
ancho , y por lo tnismo , es el limite de la superficie . 

3. 0 Que el punto no tiene ninguna dimension , y 
es el limite de la linea , y de toda estension . 

240 La linea se divide en recta y curva ; linea 
tecta es la que tiene todos sus punt os en una misma 
direction , esto es, aquelia que esta dispuesta de tal 
manera , que colocandose en uno de sus estremoS, 
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quedan ocultos.-todos sus pimtos intermedios , como 
sucede en las alamedas puestas a cordel, y con los 
guias de un regimiento cuando estan alineados ; ta- 
les son las que queremos representar por las AB, 
BD , CD , &c. 

Curva es aquella cuyos puntos no estan todos en 
una misma direction , como la DF, BG , &c. 

241 La superficie se divide en plana y curva ; se 
llama plana, aquella cuyos puntos estan todos tan al- 
tos los unos como los otros , como la ABDC ; y curva 
aquella cuyos puntos no estan todos tan altos los unos 
como los otros , como la CDFE. Ademas, las super- 
ficies y lineas curvas , pueden ser concavas y conve - 
xas : las cuales toman estas denominaciones ; segun 
,el aspecto bajo que se miran* 

242 La Geometria tiene tres partes : la primera 
trata de las lineas ; la segunda- de las superficies ; y 
la tercera de los volumenes. 

En la primera pane sesupone que todas las lineas 
estan trazadas sobre u n piano matemdtico ; que es una 
superficie plana (241), que concebimos sin limites; y 
con tal perfeccion cual no existe en la naturaleza. 

243 Una recta qucda determinada , enfijando dos 
.de sus puntos, Porque la . esencia de la linea recta, 
es que todos sus puntos esten en una misma direc- 
tion; y como en la idea de direccion solo entra la 
del punto 6 paraje A. (fig. 2), de donde se parte, y 
la del punto 6 sitio B a que uno se dirije, se sigue 
que los puntos intermedios deben quedar cubiertos 
por los estremos A y B; y los que se supongan a la 
izquierda de A le deben cubrir, como igualmente 
los que se supongan a la derecha de B, deben que- 
dar cubiertos por el. Pero este conocimiento ha pro- 
.venido solo de los dos puntos A y B; luego dos 
puntos determinan la position de una recta . 

244 Un punto no es sufitiente ; porque desde un 
punto O se puede ir a todas partes ; y en el mis- 
mo punto O pueden concurrir todas las directiones 
que se quieran. 



i 



i 



GEOMETHf A. ipp 

Cor. i.® Desde un punto A d otro B (fig. 3) no se 
puede tirar mas de una linea recta j pero si infinitas 
curvas . Porque si se pildiese tirar mas de una rec- 
ta , no bastarian dos puntos para fijar su posicion; 
£ero no yendo en linea recta > se podra ir por ACB, 
6 por ADB , 6 por AEB &c. 

Cor. 2. 0 La distancia entre dos puntos se debe 
medir por Una recta ) porque es la unica que se pue- 
de tirar de su especie* 

Cor. 3. 0 Dos rectas no pueden cncontrarse mas 
que en un punto j porque si se encontraseq en dos, 
se confundirian en una Sola ; y de consiguiente no 
habria dos rectas > que es contra el supuesto. 

245 Por suponerse las rectas tiradas en un friis- 
tno piano , y no tener este limites , inferimos que 
cuando se necesite, se podran concebir prolongadas 
6 acortadas las lineas 4 y que en siendo rectas se 
podran superponer > de manera que se cortfundan en 
un todo si son igualeS $ 6 en aquella parte que ten- 
gan . de comun j y reciprocamente , si al superponer 
dos rectas se confunden sus estremos j se habrdn con * 
fundido en toda su longitud , y de consiguiente serdil 
iguales * 

E.sc> Se dice que dos linear tienen Una comun 
medida > 6 que son comensurables , cuando ambas 
contienen a una tercera de su tnisma especie un nti- 
mero exacto de veces. 

24 6 Entre la infinidad de curvaS qu£ puede con- 
cebir nuestra imagination , la Geometria elemental 
solo considers la circuriferencia de cifculo que es una 
linea curva reenirante * cuyos puntos distan todos 
igualmente de Uno que se llama centro : tal es (fig. 4) 
la AEBD , cuyo centro es C. El espacio 6 superfi- 
cie que encieria la cir£unferencia , se llama circulo . 
Las rectas CA , CE , &c. qiie desde el centro van 
a parar a la circunferencia , se Hainan radios ; los 
cuales son todos iguales , por medir (244 cor. 2. 0 ) 
la distancia de la circunferencia al centro , y ser 
dieha distancia una misma en todos los puntos. 
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Toda linea DCE, que pasando por el centro ter- 
mina con sus estremos en la circunferencia , se llama 
didmetro ; por consiguiente el didmetro es igual d 
dos radios 6 al duplo de uno ; y como todos los ra- 
dios son iguales , usrjnhien lo serdn los didmetros. 

Esc . Para tirar rectas y describir circunferen- 
cias, se emplea la regia y el compas , cuya construe- 
cion y uso se entiende faciimente con la esplicacion 
del Profesor. 

247 Se llama arco una porcion cualquiera de la 
circunferencia ; asi , la parte BFD es Un arco , y la 
parte DAEB es otro arco ; toda recta BD que des- 
de un estremo de un arco va a parar al otro, se lla- 
ma cuerda del arco ; y se llama sajita del misiiio ar- 
co, a la parte FG del radio FC, intereeptada entre 
el punto medio de dicho arco y la cuerda. Se llama 
sector de circuio, al espacio CBFD , comprendido 
por dos radios y un arco; y‘se llama segmento , al 
espacio comprendido entre ima cuerda y su arco, 
tal es el BDF. Siempre que se bable de areos 6 
cuerdas , se entiende de los menores. 

Cuando dos circunferencias ABD, abd (fig. $), 
tienen un mismo centro C , se dice que son concen- 
tric as ; y cuando tienen diferentes centros, se Hainan 
es centric as, 

Ei espacio ABD dba> comprendido entre dos cir- 
cunferencias concentricas , se llama corona 6 dnulo* 

248 Teor. Dos circunferencias concentricas no se 
pueden encontrar sin confunclirse en una sola. 

Dem: Porque 6 sus radios son iguales 6 desi- 
guales: si son iguales, todos los puntos de la una 
se confundiran exactamente con los de la otra , y 
por lo mismo se habran confundido en una sola. Si 
ios radios son desiguales , la que tenga menor radio 
estara toda dentro de la otra , habiendo siempre entre 
elias una distancia igual a la- diferencia de ios ra- 
dios. Luego dos circunferencias , 

Cor. De donde se deduce que si dos circunfercn - 
etas tienen un mismo radio serdn iguales ; y coiocada 
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la una sobre la otra , de manera que se confundan sus 
centres , se confundirdn todas ellas . 

249 Teor. El didmetro divide al circulo y d la 
circunferencia en dos partes iguales. 

EspL Si el circulo ABD£ (fig* 6) ; digo que si 
se dobla por el diametro AD , la parte AED caera 
exactamente sobre la ABD$ y habiendose confun- 
dido seran iguales. 

Bern., Si la parte AED no cae sobre ABD, caeri 
6 por mas arriba 6 por mas abajo* Si cayese por mas 
arriba, y estuviese representada por AND , tirando 
la NC , esta seria un radio del circulo, y por consi- 
guiente iguai con BC , radio tambien del mismo cir- 
culo 4I0 que es absurdo, por ser NC todo y BC par- 
te suya; luego no se puede suponer que caiga por 
mas arriba. Si cae por mas abajo, y se representa 
por AMD, tirando la MC, sera un radio del circu- 
lo , y por consiguiente iguai con BC , lo que tambien 
es imposible $ luego no puede caer por mas abajo. 
Luego si no puede caer ni- por mas arriba ni por 
mas ,abajo , se habran confundido y. seran iguales. 
L. Q. D. D. 

250 Cuando dos lineasj AB, AC (fig. 7) se en- 
cuentran en un punto A, se llama angulo a la aber- 
tura 6 inclination que tienen entre si j el punto A 
donde se encuentran , se llama vertices y .se Hainan 
lados las dos iineas AB, AC, que le forman. 

Cuando un angulo esta solo , se enuncia nom- 
brando la letra del vertice $ pero cuando en un mis- 
mo punto se forman varios angulos, se leen las tres 
letras ,. pronunciando siempre en medio la del- Veni- 
ce ' asi , el de la (tig. 7) se leera BAC 6 CAB. 

Es' mas sencillo aun poner una letra minuscula 
dentro del vertice y pronunciarla sola j asi , el mis- 
mo angulo se leera con mas sencillez el dngulo n. 

Si se prolonga la CA hasta D , la AB formara 
con la parte prolongada AD el angulo BAD 6 m y 
cuyos dos angulos BAC, BAD 6 n 9 m 9 se Hainan 
Angulos contiguos 6 adyacentes . 
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Como , ya $t prolonguen 6 acorten las lincas AB, 
AC , su direccion no se altera (245) , resulta que la 
inclinacion que tienen entre si no varia ; por lo que 
la cantidad de un angulo no pende de la longitud dc 
sus Iados , sino de su inclinacion • 

Cuando loS lados del angulo son lineas rectas, 
se llama r eciilineo 6 angulo piano ; cuando curvas, 
curvilineo , como DAC (fig. 3) ; y cuando uno de los 
Iados es una linea recta > y el otro una curva , se 
Hama mistilineo , tal es el CAB. 

25 1 Teor* Dos dngulos iguales se pueden super- 
poner de mo do que se tonfundun . 

EspL Si el angulo baczz BAC (fig. 8), y se colo- 
ca el uno sobre el otro, de tnanera que el vertice a 
caiga sobre el A , y at sobre AC , digo que ab caera 
sobre AB , y quedaran confundidos en uno solo. 

Dem. Si esto no se verifica, la ab caera por mas 
arriba de la AB , 6 por mas abajo. Si cae por mas ar- 
riba y toma la direccion AN, se tendra que bac es ta- 
ra representado por NAC , 6. sera igual con cl; y 
como por el supuesto ^c=BAC , sera (intr. ax. $.°) 
NAC=BAC lo que es absurdo : pues NAC es todo 
y BAC parte sfuya ; luego la ab no puede caer por 
mas arriba de AB* 

Si cae por mas abajo , y se representa por AM, 
.se tendra MAC = bac\ y como por el supuesto 
BAC =bac , sera MAC=BAC ; lo cual siendo tam- 
bien absurdo , por ser MAC parte y BAC todo , ma- 
uifiesta que no puede eaer por mas abajo. Luego se 
confundiran. L. Q. D. D. 

Esc . Reciprocam.ente , si dos angulcs Son tales 
que , puesto el uno sobre el otro , se conf unden exacta - 



sas , siempre re- 

currimos a la superposicion* Ademas , advertimos 
que siempre que digamos de dos cosas , que son i- 
guales han de ser tales que se puedan superponer, 
como sucede con un duro que se puede superponer 
a otro duro , y no se ve mas de uno 5 y cuando una 




tormarnos la idea de 
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cosa valga tanto como otra, pero que puesta la una 
sobre la otra no se aj usten exactamente , como suce- 
de con un duro y dos medios duros 6 cinco pesetas, 
las llamaremos equivalentes. 

252 Cuando una linea DC (fig. 9) forma con o- 
tra AB los dos angulos adyacentes DCA, DCB, igua- 
Jes entre si , cada uno de dichos angulos se llama rec- 
to, y la linea DC perpendicular a la AB ; de manera 
que una linea es perpendicular a otra cuando forma 
con ella dos angulos iguales ; 6 cuando cae sin incli- 
mrse mas hdcia un lado que hdcia otro. 

Todo an'gulo BCK , menor que uno recto , se lla- 
ma agudo , todo angulo ACK , mayor que uno recto, 
se llama wbtuso ; y se llaman angulos opuestos al ver - 
tice los que tienen sus vertices opuestos , como AOD 
y COB (fig. 13), y AOC y DOB. 

Toda linea CK )fig. 9) que forma con otra dos 
angulos desiguales , se llama oblicua. respecto de ella., 

253 Teor. Todos los angulos rectos son iguales 
entre su 

1 Espl. Sea DC perpendicular a AB, lo que supo- 
ne ( 2 $ 2 ) que los angulos DCA, DCB , son rectos e 
iguales entre si 5 y sea HG perpendicular a EF, lo 
que tambien supone que los angulos HGE, HGF* 
son rectos e iguales entre si $ pues voy a demostrar 
que estos ultimos son iguales con los primeros. 

Construccion. ToLhese AC=EG , CB=GF, y sc 
tendra ABr^EF ; coldquese la EF sobre la AB, de 
niodo que se confundan sus estremos , en cuyo ca- 
so el punto G , e.stremo de EG , caera sobre el pun^ 
toC, e.stremo de su igual AC; y digo que la linea 
GH caera sobre la CD. 

Dem. Porque si esto no se verifica , el lado GH 
^aera fuera del CD; si suponemos que tenga la dir 
feccion CK, se tendra ACK = KCB, por ser es- 
TOs angulos los que representan a los EGH , HGF, 
] guales por el supuesto ; pero esto es un absurdo, 
•porque siendo tambien por el supuesto. ACD=DCB, 
n °. se puede verificar que ACK que es mayor que 
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ACD , sea igual con KCB que es pienor que DCB, 
o que su igual ACD; luego no se puede suponer 
que la GH caiga fuera de la CD ; luego caera en* 
cima , y se confundira EGH con ACD , y HGF con 
DCB } luego se tendri EGH=ACD y FGH=BCD, 
que era L. Q. D. D. 

2 <J4 Teor. Los dos dngulos juntos que forma una 1 
linea al caer sobre otra , valen dos dngulos rectos . 

Espl. Si KC cae sobre AB de un modo cual* 
quiera , digo que la sutna de los dos anguios ACK, 
KCB , contiguos que forma con ella , equivalen a 
dos rectos. 

Dem . Concibase la perpendicular CD, y ten* 
dreinos que los dos anguios ACD, DCB se.ran rec- 
tos ; y como ‘ AGK=ACD-hDCK ", se tendra 
ACK+KCB=5 ACDh-DCKh*KCB 5 pero DCK^KCB 
componen ei angulo recto DCB j luego resultara 
ACKh-KCB=ACDh-DCB= 2 rectos r==sr , que era 
L. Q. D. D. 

Esc. De aqui en adelante llamaremos <7t -a la su* 
ma de dos anguios rectos , y por consiguiente al 
angulo recto. 

Cor. i.° Si uno de los dngulos ACK 6 KCB es 
recto , lo sera igualmente el otto ; porque entre los 
dos hail de valer dos rectos. 

Cor. 2.° Si una tinea CD (fig. io) es perpendicu* 
lar d otra AB , esia AB lo sera a la primera CD. 
Porque como la CD es perpendicular a AB , se tie- 
ne AEC^CEB por rectos $ y como de ser el AEC 
recto, se deduce que su adyacente AED tambien 
io ha de ser , resuka que la AE es perpendicular 
(252) a la CD. 

De ser recto ei angulo CEB , se . deduce que su 
contiguo BED lo ha de ser $ luego ciiando dos perpen i* 
diculares se cruzan , f orman cuatro' dngulos rectos* 

Cor. 3. 0 Todos los dngulos ACF , FCD, DCB, 
ECB , que se f orman (fig. 1 1) en un punto , Jidda un 
mismo lado de una recta AB y valen juntos dos dngu- 
los rectos 6 ft yy todos los dngulos ACF , FCD, DCB, 
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E CB, Z 2 CP, PCN , NCM, MCA , que S C pueden for mar 
$1 rededox de un punto C, no valen mas ni monos que 
cuatro rectos 6 2 ft. 

£.55 Un angulo es suplemento de otro , cuando 
es lo que le falta para dos rectos ; as*, KCB (fig. 9) 
es supiemento de ACK, y al contrario. Y un an* 
gulo es complemento de otro , cuando es lo que le 
falta 6 sobra para un recto; asi, el angulo KCI> 
es complemento de cada uno de los dos ACK y KCB: 
del primero por esceso , y del segundo por defecto. 
De donde se deduce que los dngulos que tienen un 
mmo supiemento 6 suplementos iguales , son iguales m r 
)’ los que tengan un mismo complemento , solo serdn i- 
pales cmndo los complementos sean ambospor esce.so <* 
pr defect 0. 

2 $6 Teor. Si dos tineas tiradas al estremo de 0 >. 
tra f orman con ella dos dngulos que juntos valgan dos 
rsctos , dichas dos tineas son una sola y misma tinea*. 

Espl. Sean AC y BC (fig.. 12) dos rectas tiradas 
por el estremo C de la CD , de modo que 
ACDh-DCB= 9T ; digo que dichas dos rectas AC y 
CB son una sola y misma linea , 6 que la CB es 
prolongacion de la AC. 

Dem. Si esto no se verifica , la recta AC pro* 
longada caera 6 por mas arriba 6 por mas abajo 
de la BC. Si la prolongacion de la AC fuese la CE* 
seria(§ 2$4) ACD-+-DCE=t£ ; y como por el su- 
puesto ACD-t-DCB=‘7r , sera (intr. ax. 5. 0 ) 
ACD-t-DCE=ACD-t-DCB ; y q.uitandQ el angulo co* 
*pun ACD , queda DCE^DCB : lo que es absurdo, 
por ser DCE parte y DCB todo ; luego la AC pro-v 
longada no puede qaer por mas arriba de la CB. 

Si dicha prolongacion fuese la CF, se tendril 
ACDh-DQF =7 r ; y como. por el supuesto 
ACD+DC.B=w , seria ACD+DCF=ACD-+DCBj 
donde quitando ACD , quedara DCF=DCB., 
que tampoco puede ser ; luego si la AQ prolonga- 
$ a no puede caer por mas arriba ni por mas aba- 
jo de la CB p caera encima , y diqhas rectas A.C> 
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CB , seran una sola y misma linea. L. Q. D. D. 

257 Teor. Los dngulos opuestos al vertice son 
iguales,. 

• Espl. Sean las dos rectas AB, CD (fig. 13), quc 
se corte'n en el punto O 3 digo que el angulo 
AOD=COB , y que DOB=AQC. 

Dem. Si consideramos que la DC cae sobre la 
AB , sera (§254) AOD-^DOBe^tt} y suponiendo que 
la BA cae sobre la DC, se tendra C0 B-hB0D=7t; 
luego (intr. ax. $.°) AOD-hDOB=COB-hBOD 3 y 
quitando el angulo comun DOB , quedara 
AOD=COB 3 del mismo modo se demostrara que 
DOB=AOC, que es L. Q. D. D, 

258 Se llama triangulo rectilineo , 6 simplemen* 
te triangulo , el espacio cerrado por tres lineas reo 
tas , que se llaman lados del triangulo. 

Los trianguios, con relacioh a sus lados, se di- 
viden en equildteros , isosceles y escalenos 3 y con re- 
lation a sus angulos , en rectdngulos y oblicudngulos . 
Triangulo equiiatero es el que tiene sus tres lados i* 
guales , como ABC (fig. 14)3 isosceles el que tiene dos ' 
lados iguaies ; como ABC (fig. 1 5) 3 y escaleno el que 
tiene sus tres lados desiguales entre si y como ACB 
(fig. 16). Es rectangulo un triangulo cuando tiene un 
angulo recto , como ACB (fig. 17) 3 y es oblicuangu- 
lo cuando no tiene ningun angulo recto . Este se llama 
obtusdngulo , cuando tiene un angulo obtuso , como 
ACB (fig. 16)3 y acutdngulo , cuando sus tres an- 
gulos son agudos , como ABC (fig. 14). 

En el triangulo rectangulo el lado AB (fig. 17) 
opuesto al angulo recto, se llama hipotenusa 3 y los 
otros dos lados AC , BC , catetos. 

En general se llama base de un triangulo al lado 
sobre quc se considera insistiendo$ pero cuando el 
triangulo es isosceles , se llama base al lado que no 
es igual con ninguno de los otros. La linea que se 
baja perpendicularmente a la base 6 a su prolonga- 
cion, desde el angulo opuesto, se llama alturaj a si, 
las lineas AC son las bases en las (figs. 15 y 16)? 
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las BD las alturas ; cuando en un triangulo rectan- 
gulo (fig. 17) se considera por base un cateto AC, 
la altura es el. otro cateto BC. 

259 Tqor, j Dos, triangulos son iguales , cuandp 
tienen sus tres lados iguales.. 

Espl. Sean los dos triangulos ABC, abc (fig. 18), 
en que se supone A B=u6, AC =ac y BC=bc ; digo 
que sus tres angulos tambien son iguales 5 esto es, 
A==a, B=fe y C=c* 

Constr. Haciendo centro en A con un radio AC=nc, 
tracese ei arco mn y y haciendo. centro, en B con 
BC ~bc , tracese el arco op. 

Deny , Concibase superpuesto e_I triangulo abc 
sobre el ABC , de manera que. el lado ab se con* 
funda con AB : en lo. cual no. habra dificultad (245) 
por ser AB ; con lo cual el punto c estrerao de 
«c=AC , caera en algun punto (246) del arco mny 
I y por ser i?.c.”BC , el estremo c del lado be caera 
lambien, en algun punto del area op ; pero los dos 
lados ac , be, tienen su, estremo en el punto comun 
c j luego, este. ousmo punto sera,, comun a los dos ar- 
cos mn j op y luego. sera su punto de interseccionj 
pero su punto. de. interseccion se. halla en C , pun- 
to donde se encuentran los lados AC y BC del trian- 
guio ABC y luego el punto c estremo del lado ac 
se habra confundido con C estremo de ACy y co- 
tno el punto a se habia confundido con A, resulta 
(245) que todo ei lado ac se habra confundido con 
AC; por la misma razon el lado be se habra confun- 
dido con BC ; y habiendose confundido sus tres la- 
dos , se habran confundido tambien sus tres angu- 
‘ los (251 esc.) y es decir , que se tendra A =a } B =b > 
C=c, que era L. Q. D. D. 

Esc. Se debe advertir que los angulos que resul- 
hn iguales , son los que en cada triangulo se opo- 
nen a los lados iguales. 

260 Teor. Dos tridngulos son iguales , cuando tie * 
ton dos lados iguales e igual el dngulo comprendido . 

Espl. Sean ABC, abc, dos triangulos, en que se 
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tenga AB ^=ab , AC =ac , y el angulo en As al en 

a 3 digo que dichos trianguios son iguales. 

Dam. Concibase superpuesto el triangulo obc so- 
bre el ABC , de manera que el vertice a caiga so- 
bre A, y el lado ab sobre AB, con lo que el lado 
ac caera (251) sobre AC. Ahora , por ser ab—AB 
y partir estas lineas desde un mismo punto A, ei 
punto b caera sobre B3 y por la misma razon el 
punto c caera sobre C. Pero by c no solo son es- 
tremos de ab y de ac , sino que lo son tambien del 
lado be 3 luego se han confundido los estremos del 
lado be con los del BC3 luego (245) todo el lado 
be ha coincidido con BC3 y habiendose - confundido 
sus tres lados , seran iguales dichos trianguios. 
L. Q. D. D. 

261 Teor. Dos trianguios son iguales , cuando 
tienen un lado igual d un lado , adjacent e d dos an* 
gulos iguales. 

Espl. Sean los dos trianguios ABC, obc , en que 
sesupone el angulo A =a, el B=b , y el lado AB, adya - 
cente a los angulos A , B del primero , igual al ab del 
segundjo.3 digo que estos trianguios son iguales. 

Dem . Concibase superpuesto el triangulo abc 
sobre el AJBC , de manera que el lado ab caiga 
sobre AB, lo cual se puede hacer, porque ab=ABj 
hecho esto , el lado be tomara (25 [) la direccion del 
lado BC, por ser el angulo B: =b$ y por la misma 
razon el ac tomara la direccion del AC. Ahora, 
como las rectas be , ac, y BC, AC, se cortaban 
antes de superponerse , y la super posicion no altera 
en nada la naturaleza de los trianguios, resulta que 
tambien se cortaran despues 3 y como dos reccas no 
pueden encontrarse (244 cor. 3. 0 ) mas que en un 
punto, se sigue que habiendose confundido las fee, 
ac con las BC , AC, el punto de interseccion c de 
las primeras , se nabra confundido con el punto de 
interseccion C de las segundas 3 luego se ha con- 
fundido el triangulo abc cou el ABC, y sera igual 
con ei L. Q. D, D. 
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V 262 Be Ib'dicho se infiere que con cualesquiera 
datos que _satisfagan a lo decnostrado en los teo- 
remas anteriores/, se podra forinar un triangulo 
iguai a. otro dado ; y adernas se podran resolver 
estos problemaSi 

263 t.° En un punto a" (fig. 19) de una line a ab, 
format' un dngulo bac iguai con otro dado BAC. 

- Res . y Dem. Haciendo centre en a con un radio 
Cualquiera ap , tracese un arco indefinido prq$ ha- 
ciendo centre en A con el mismo radio , se trazara 
un arco PRQ , hasta que encuentre a los lados del 
angulo CAB ; con la cuerda PQ del arco PRQ, 
haciendo centro enp, se trazara un arco ux $ por 
el punto de interseccion q y por a , tirese la linea 
aq, y se tendra el angulo cabzz CAB. Porque si con- 
cebimos las cuerdas pq , PQ , que son iguales por 
construccion , los triangulos AQP , aqp , seran igua^ 
les (259) , y por lo mismo el angulo en azz al en A. 

264 2. 0 Dado un dngulo CAB , dividirle en dos 
partes iguales . 

. Res . y Dem . Haciendo centro eii A con un radio 
cualquiera AP, tracese entre sus lados un arco PRQ; 
haciendo centro en sus estremos P y Q, con un ra- 
dio cualquiera, tracense dos arcos que se crucen 
en T, por Ay T, tirese la linea AT, la cual divi- 
dira el angulo propuesto en las dos partes iguales 
QAT y TAP. Porque. si se concibcn los radios. PT, 
QT , los triangulos QAT, TAP* seran iguales (259). 

265 Teor. En un mismo triangulo , 6 en tridngu • 
los iguales y d ludos iguales se oponen dngulos iguales ; 
6 lo que es lo mismo , en un triangulo isosceles :los 
dngulos de la base son iguales , y al contrario , si dos 
dngulos de un triangulo son iguales , los lados opues- 
tos tambien lo seran , 6 el triangulo sera isosceles. 

Esp.. .Sea en el triangulo ABC (fig. 1 5), AB=BC; 
-digo que se tendra el angulo ACB== al BAC 5 y si 
se supone ACB^rBAC , sera AfizzBC. 

Dem . i.° Por el vertice B y el punto D, medio 
'del lado.-AC , ::concibase tirada la DB , v resultara 

14 T. I. 
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que los triangulos ADB , BDC, seran iguales (259)$ 
luego> los ang.ulos en Ay en C, opuestos al lado 
cornua BI>, seran iguales© L. i.° Q© D© D© 

2- 0 Si loslados' BC, AB no son iguales , seran 
desiguales. Supongamos que BA sea el mayors to- 
mando en el una parte AEizBC , y concibiendo la CE, 
los: triangulos AEC, ABC y tendran el 1 lado AC co- 
miin , el lado AE=CB por coostruecion , y el an- 
gulo EACzzACB por e! supuesto 5, luego (260) se- 
ran iguales r lo que es absurdo 7 porque el BAG 
es todo , y el AEC es su parte 5 luego si los lados 
BA y BC no pueden ser desiguales * seraa iguales© 
L. 2.» Q. D. D. 

Cor. Luego el tridngulo eqiiildtero es equidngulo 
y al contrario 

Ejc© La igualdad de los triangulos ABD, BDC, 
prueba al mismo tiernpo que el angulo* ABDziDBC, 
y que BDA=BDC 7 de donde se deduce (252) que 
estos dos ultimos son rectos y por consiguiente que 
una linea tivada desde el vertice de un tridngulo isos- 
celes. al medio de su base r 7 es perpendiculajr d esta 
b use y y divide d su angulo opuesto en dbs partes 
iguales* 

2 66 Teor. Si se prolong# uno de los lados de 
un tridngulo , el angulo esterno es mayor que cual- 
quiera de los dos infernos opuestos* 

EspL Sea el triangulo ABC (fig© 20) 7 digo que 
si se prolongs uno de los ladosBC, el angulo ACD 
que se llama esterno por estar fuera del triangulo) 
(es mayor que cualquiera- de los dos BAC, ABC> 
opuestos a los lados que forman el esterno. 

De?)u Para demostrarlo* respecto del BAC , tire- 
se por B y por el panto* E medio de AC , la BE , y 
prolonguese de manera que la prolongacion EFzzBEf 
unase el punto F con el C , y resuitaran los triangu- 
los ABE, FCE iguales (260)5; luego nos daran el an- 
gulo BAE 6 BACzrECFj pero ACDP* ECF , luego 
ACD> BAC. 

Haciendo en el lado BC una construccion ana- 
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loga, sedemostrara del mismo modoqueBCK> ABCf 
y comp (§ 257) BCK=ACD, resultara ACD->- ABC, 
que es L. Q. D. D. 

Cor* i.° Siendo' BAG < ACD , anadiendo ACB, 
sera BAC+-ACB < ACD-f-ACB j pero ACD-t-ACB=7r, 
luego BAC-f-ACB <9r y luego en todo tridngulo la 
suma de dos angulos es menor que dos rectos , 

Cor * 2.° Luego en todo tridngulo- rectdngulo u 
obtusdngulo , cada un 0 de Los- otros dos angulos debe 
ser agudo .- 

, Cor. 3. 0 Desde un punto cuafquiera C (fig. 21),. 
fuera de una recta AB , no se l e puede tirar mas de 
una perpendicular CD j porque si se le pudieran ti- 
rar dos tales como CD 7 CE, en el triangulo CDE 
los angulos CDE , CED valdrian juntos dos rectos,, 
lo' que es imposible* 

Cor. 4.^ La perpendicular ' es la que' mide' la ver~ 
dadera disfancia que hay desde un punto d una linear 
pues es la iinica que se puede tirar de' su especie. 

Cor. 5. a Tampoco se puede' tirar mas de una per- 
pendicular en un punto' D de una'Unea AB porque 
si suponemos que haya dos, tales como DC , DK , se 
tendra que’ los angulos KDA f CDA r seran rectos, 
y por consiguiente iguales (253) : lo que no puede 
ser , porque ADK es parte , y ADC es todo* 

Cor. 6.° Si desde un punto C de una oblicua CE 
se bafa una perpendicular CD d la AB , caerd hdcia 
el dngulo agudo r porque si cayese Eacia’ el* angulo 
obtuso', ei angulo ADC no podria ser mayor que el. 

267 Teor.' En todo tridngulo ■ al mayor lado se 
opone el mayor dngulo j, y al contrario ,, al mayor 
dngulo estd opuesfo 1 el mayor lado.- 

E$pl.- r .Sea el- triangulo B AC (fig. 22) $ digo> que 
si el lado AC> BC, sera el angulo ABO BAC j y 
.«i se* supone ABC> BAG, sera AC> BC. 

Dem i*° Tomese en- el lado- mayor AC una: par- 
te CDzzBC ? y tirese la BD: con lo cuai el trian- 
gulo BDC dara los angulos n y m iguales (26 5); y pe- 
ro w> A por ser esterno en ei triangulo ABD, lue- 
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go tambien sera w>-A^ y corao ABC> w, con mas 
razon sera ABC> BAC, que era L. i.° Q. D. D. _ 

2. 0 Si no es AC> BC, sera AC iguai 6 menor 
que BC. 

Si AC=BC, resultara por to demostrado (265), 
que ABC rr BAG, que e-s contra el supuestoj tain- 
poco puede ser menor, porque entonees- el angulo 
ABC seria menor que el BAG, que es tambien con- 
tra el supuesto $ luego si no puede ser ACi= ni 
<BC, sera AC> BC, que es L. 2. 0 Q. D. D. 

268 Teor, La suiiia de dos lados de un tridngulo 
es mayor que el tercerO'. 

Espl. Sea BCA (fig. 23^'un triangulo eualquiera : j 
digo que BA-hCA> BC. 

Gonstr. Maciendo centro en B y con un radio 
iguai al lado mayor BC, tracese el arco CED , hasta 
que encuentre al lado BA prolongado, y tirese la 
euerda DC, 

Dem. Las lineas BC v BD son iguales por ra- 
dios de un mismo clrculo , luego (265} e'n '.el'-trian- 
gulo CBD el angulo DCB = g$ pero el angulo 
r cDGB por ser parte suyaj. luego tambien sera 
r < g. Luego en el iriangulo- DCA el- angulo g> r, 
y por lo mismo- (267) el lado CAI> DA. Si a estas 
cantidades' desiguales- anadimos una misma canti- 
dadAB, tambien permaneceran desiguales,- y se ten- 
dr a CA-hAB;> DA-t-AB j -y eomo DAH-ABzrBDrzBCj 
se sigue que GA-*-AB> BG, que era L. Q. D. D. 

269 Teor. Si desde un panto cualquie-ra dentro 
de un tridngulo 7 se tiran lineas d l os vertices de dos 
de sus angulo s , la suma de estas lineas- sera menor 
que la de los lados del tridngulo opuestos d las dn- 
gulos yy eL angulo que formen dichas lineas , sera ma- 
yor que el angulo que for?nen dichos lados . 

Espl. Sea el -taangulo ABC {fig. 24); digo que 
si desde un punto D, eicjido dentro, se tiran dos 
lineas DB , DC, a dos angulos cualesquiera- B, C, 
se tendra BD-tDC ^AB+aC} y que BdC, 6 el an- 
gulo en o> ?nv 
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"Dem Ti° ' Prolongando una cualquierade las dos 
lineas, tal como BD , hasta que vaya a encontrar al 
lado opuesto AC., se tendra .(§ 268) BA4-AE > BE; 
y anadie-ndo EC, sera BA4-AE-t-EC£> BEh-EC 6 re- 
duciendo sera BA-hAC> BE-t-EC ,(m). 

Ahora , el triangulo DEC dara DE-f-EC > DC; 
y anadiendo BD, se tendra BD-t-DE-hEC> BD-i-DC* 
6 por ser BD-4-DE=BE , resultara 
BE-f-EC5> BD-f-DC. 

Y como antes (m) tenxamos BA-kAC> BEh-EC, 
con mas razon se tendra BAh-AC> BD+DC, que 
era L* i.° Q. D. D. 

2.° El triangulo BAE da (266) el angulo n > m; 
y por la raisma razon el triangulo DEC dara el 
•angulo :q>' n j luego con mas razon 0 ;> m , que es 
L. z.° Q. D. D. 

270 Teor... Si desde un punto d otro se tira una 
recta y una curva , la recta es mas corta que la curva, 
EspL' ' Si desde 1 ' £1 punto A (fig; 25) al punto B, 
se tira la recta AB y la curva ACB , digo que 
ACB> AB. 

► Dem. DesdeA y B tlrense a un punto cualquie- 
ra C de la curva , las rectas AC y BC , y se tendra 
(§ 268) AC-kCA AB ; 

y si desde los .puntos C y A se tiran a uno cualquie- 
ra D, intermedio del arco AC, las AD , DC, se ten- 
dra tacnbied ADd-DC> AC que anadiendo CB , da 
AD-+*DCh-CB > AC-t-CB ; y si volvieramos a tirar 
■rectas a loa puntos intermedios de los areos AD* 
DC, &c.,. eh conjunto de lineas que resultase seria 
mayor que el AD-+-DCh-&c. puesjla suma de cada 
dos - lineas siempre seria mayor que su correspon- 
diente; pero este conjunto de lineas , al paso que 
crece , 6e aproxima a la curva ACB , por tener mas 
puntos comunes: con ella , y hallarse entre el conjunto 
anterior y la raisma curva ; luego la curva sera ma- 
yor (227) que cada uno de estos conjuntos ; y como 
cualquiera de estos es mayor que AB, con mas razon 
seri la curva ACB > AB P que es L. Q. D. D. 
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Cor, Luego la line# recta efs la mas cofta de fodas ^ 
■cuartpps se ■ pueden tirar desde ,un punto & otro. 

271 Teor. .Si desde un punto d ptro .se tira una 
-i linea recta , y diferpntes purvasy aue seay concjxvas 6 
convex as lidcia un mis mo l ado , la cuv^a que mas se 
jxcerque d la recta sera la mas .corta. -•* 

- Espl. Si desde el pun.to A ,al punto B (fig. 26), 
se tiran diferentes curvas ACB, ADB, la ACB que 
mas : se acerca a la recta AB , es la mas porta., 

Demi iCondbase por el punto C la re.ctaMN, 
que solo tenga pi punto C comun .con la curva inte- 
rior ACB, .estando toda ella fuera, y *nvirtud de 
lo dempstrado (270) .se te.ndra MDN> j$ 4 JNT^ ana- 
,'diendo AM-i-NB ? resultar.a . r 

MDN+AM-f-NB^ -MN^-AM-^-NB j pero pi primer 
miembro MJJN-fAM-+*.NB== curva ADB , y el se- 
gund;o MN.+A M-hN B= r poayjjato AMNB ; luego 
ADB > AMNB, j L 

Concibasp ahora po.r Jos pWros P y U, torna- 
dos entre C y A y centre C y B, .las recta, s RS y TQ 
con las mismas .circuns.taneias .que la M.N,.y se-tendra 
(§ 270 cor.) RMn-MS> RS,TN^NQ’j> TQ; y stt* 
mando prdepadamente re.sul.tara 

B.M-f*MS-^TN-f-N.Q > RS 4 -TQ. 

Afiadiendo a ambos .mjembros la cantidad 
AR-hSTh-QB , 

sera RM-^MS^TN^t-NQ-^-AR^ST-i-QB £> RS-f- 
TQ-hARrf-ST>+-QB p pero .el primer miembro =2 
ponjuu.io AMNB., y pi segundo =ARSTQB ; lue- 
go AMNB !> AR$TQB , y con mas razon sera 
ADB > ARSTQB, 

Y como si se xi.ras.en rectas por I os pu.ntps inter*- 
medios de lo.s arcos AP, PC, CU, &c. se deinos.traria 
.del mismo modo que el conjunto de llneas que fuese 
resukando , ser.ia cnenor que el anterior ARSTQB, 
y a.si s.ucesivamente , se sigue que .con mas razon 
la cury,a ADR .sera mayor que cualquiera de estos 
conjuptos.; per.o estos .conjuntos de lineas, al paso 
que meqgua.n, se yarn acercando i la .curva ACB, 
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por tener mas pimtos comunes con cella y estar cada 
conjunto entire la curva y el conjunta-anterior, luego 
(228) la curva ACB es menor que cualquiera de estos 
conj'untos , y con .mas xazon se tendra ACB cADB, 
que era L. Q. D. D. 

Cor. Puesto que la curva interior es menor que 
cualqurer conj.untode lineas , cada .arco de curva je- 
rd menor que la portion de lineas correspondientes a 
diclio'arco , 6 lo que es lo misrao arco CoP ^PS^-CS. 

272 Tear. 'Si dos.lados .de un triangulo sonigua - 
les d dos de .otro , y el Angulo que f orman es desigual , 
cl lado jopuesto ,al mayor Angulo sera mayor .que el 
que en x el <otro triangulo ,estd > opuesto al Angulo . menor . 

Espl . Sean dos. triangulos ABC, DEF (fig. 27), 
tales que AG=DE, ABzzDE, y el angulo B AC> EDF$ 
digo que BD> FE. 

Dem. Superpongase el triangulo DEF :sobre el 
BAC, .de manera que el lado DF se confunda .con 
AC , con lo .que el -triangulo DEF vendra a tener 
la posicion .del AE'C cayendo DE .dentro del .angulo 
BAC por ser el .angulo FDE<IBAC. 

Aqui ,pueden ocurrir ires easos.: i.°, que el 
punto E eaiga fuera del triangulo ABC como en 

2. 0 Que eaiga sobre el lado BC .como en H $ y 

3. 0 , que caiga dentro del triangulo como en 5. 

i.° Si eae en E' sera .(§ 268) 

E'G**»GC> E'C, y AG-t-GB >BA; y sumando 
ordenadamente se tendra 

E / G-t'GC-+-AG-+'GB £> E^^C-t-BA , o lo que es lo mis- 
mo EA-trBC^ E'Ch-BA } y suprimiendo .en am- 
bos miembros E'A y BA, que son iguales por ser 
E'AzzDEz^BA , quedara BC > E 7 C==EF. 

2. 0 Si £ .cae en H ? en el lado BC , se tendra 
(ax. 4. 0 ) BCi> HC=FE. 

3. 0 En fin, si el punto E cayese dentro , g. en 
K , se itendria (§ 269) AB-hBCl> AK^-KG., y quitan-. 
do AB y AK , que son iguales por ser DEzzA KzzAB, 
quedara BC > JKC=EF , que es L. Q. D D. 

Con Hedprocamente , si dos lados de un tridn - 
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gulo son iguales d-dos de otro, y ehtemr ladozdes* 
igual , el angulo opuesto en el triangulo. donde el lado . 
sea menor , ser# menor epic cl del otro triangulo don 
tje el lado es mayor.- : For que no puede sejrdgual ni 
mayqr. . 

: 427 3 Teor. Si desde un punto fuera de una recta\ 
se tira una perpendicular y diferentes obUcuas , pri* 
mero , la perpendicular sera mas cortd que las oblir. 
cuas-$- segundo , las oblicuas que disten igualmente d^, 
la perpendicular , jeran iguales } y : tercero , /a* oWj- 
cu# rpe -mas se separe de la perpendicular > sera Id: 
mas larga. - - * 

Espj. Si desde el punto, A fuera de la FD (fig. 28), 
se le tira una perpendicular AB , y diferentes obli- 
cuas AE , AC, AD, se verificara: i.° que la AB: 
sera la mas corta de todas j 2. 0 que las oblicuas AE,'. 
AC , equidistantes de la perpendicular AB , seran 
iguales j y 3. 0 que de las oblieuas\AC, AD, la AD f 
que mas se separa de la perpendicular , sera la. 
mas larga. ' 

Dem. i.° Por ser el triangulo ABC rectangulcf 
en B , y ser el angulo recto el mayor de un trian- 
gulo (2 66 cor. 2. 9 ), se sigue (267) -que • e.l lado 
AC ^ AB , 6 AB cAC, que es L, 1' 0 Q, £). D, 

2- 0 Si BC=BE , los : triangulos - ABE , ABC, 
seran iguales (260) 3 luego daran AE==AC , que es 
L. 2. p Q. D. D. J . - 

3. 0 Siendo el triangulo ABC rectangulo en B,. 
el angulo ACD, esterno de dicho .triangulo ser&' 
obtuso , pues ha de ser mayor (266):que el interno 
y recto ABC 5 luego (2 66 cor. 2.°)':el angulo ACD 
es el mayor del triangulo ACD , :y por. lo mismo 
se le .opondra mayor lado (267) j luego AD > AC} 
que era L. 3. 0 Q. D. D. 

'Cor. i.° Desde un mismo puntp fuera de ana IU 
nea , no se le pueden tirar tres rectas iguales . 

Cor 2. 0 Dos triangulos rectdngulos son iguales y 
cuando tienen. iguales las hipotenusas y uno de los 
oatetos , d uno de los dngulos agudqs } pqrque pri- 
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tfiem sean los triangulos ABC y DEF (fig.- 29)), ea 
que se supone ACs=DF y AB = DE; digo que 
BC=EF 5 y por lo mismo estos triangulQS spn igua- 
les (259), 

En pfecto , si colocamos el triangulo DEF sobre 
el ABC , de modo que DE se confunda. con . AB, 
resukara que como los angulos en B y en E son igua- 
les por rectos , el lado EF caera sobre el BC (§ 2 5 1 ), 
Ahora, si el punto F no cae sobre el punto C, caera 
0 mas a la izquierda como en G , 6 mas a la derepha 
como en H. 

•- ' Si cae en G, laiinea DF estara.repres^ntada por 
la AG j y como por elsupuesto DF~AC, se tendr£ 
AC-==:AG, queies.un absurdo , pues se tendran dos 
oblicuas iguales a un mismo lado de la. perpendicular 

AB. ’- Como del mismo modo se demosiraria .qne no 

puede caer hada- la.dereeha de C, y. g. .e.A H , re- 
sults. que caera sobre C5 luego se habran.confunr 
dido los tres lados del triangulo DEF . eon ios del 
ABC/5 luego son iguales. : _ 

• - Sea en 2. 0 lugar AC=sDF, y el angulo BA&=s 
EDF> colocando el triangulo DEFi sobre el BAC, 
de modo -que DF se confunda con AC ,. la DE toma- 
ra la' direccion de AB.(§ 251)5 y como eEpunto F 
se ha confundido con C,;si la FE no cayese sobre 
fa GB , se podrian tirar desde C dos perpendicular 
res *a AB , lo que.es absurdo 5 luego los.triinguW 
seran iguales. ; 

t Cor. 3.* Si uh punto de una perpendicular dist a- 
igualmente de dos puntos de la lima a que lo_.es , to- 
dos los puntos de la primera estardn. d ignal distan -- 
eva de aquellos mismos puntos de la segunda. 'Porque* 
si fue.se B (fig. 28) el punto que distase igualmente 
de E y C , desde cualquier punto A , M 6 H, de la 
AH ? que se tirasen lineas a E y C , serian: iguales? 
(260) los triangulos ABE, ABC, los.MBE. y MBC 
tambien , 6 los HBE , HBC 5 luego se tendra AEzz 

AC , MEzzMC y HE-HC. 

- Si : el punto A que se halla fuera de la ED ? dis?- 
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ra igualmente .de E y de C , sera AEzrAC $ y como* 
tienen .un lado AB coinun los .triangulos rectangu- 
los ABE, ABC, resultara (cor. anter.) que EB~ BC;. 
y si por .un .punto cualquiera de AB ^ tal .como M, 
se tirin las ME, MC, serin iguales., por hipotenu- 
sas de triangulos ERM, MBC, iguales ; y.coino lo 
rnisino se d.etnostraria de cualquier .otro punto , re- 
.sulta la proposition? 

Cor. .4. 0 Dos triangulos son iguales cuando tie* 
nen dos Jados iguales e igual tambien .el angulo dpues* 
to al mayor .de Mos. 

EspL Sean ABC., DEF {fig. 24 *■) dos triangu- 
los enque se : sup,one AB=ED, AC=DF, ACBiziDFE, 
:sabiendose ademas que BA > AC5 digo que los dos 
triangulos ABC, EDF -son iguales.. 

Dem.. Por ser AB > AC, -resulta (267 ) que el 
inguio ACB ABC ; luego .el inguio ABC sera por 
precision agudo, pues que si ACB es agudo,eon 
mas razon lo sera el ABC que ,e$ raeoor que el ; si 
ACB fuese recto , u obtuso el ABC seria { 2 66 
cor. 2°.) por precision agudo; luego la AB ; sera o- 
bfieua respecto de la BC , y por la oiistna razon .ten- 
dreinos que DE sera oblicua respecto de EF, Aho- 
ra , los angulos ACB , DFE que ; son iguales , no 
pueden menos de ser agudos , rectos .u .0 biases* 

,Si los .supoaemos agudos 3 resulta .que las. AC y 
DF .seran ratnbien .obticuas respecto de las BC, EF, 
y concibiendo las perpendiculares AP DQ caeran 
dentro de los .triangulos .ACB., DEF {2 66 cor. 6.°), 
y los triangulos ACP, DFQ seran iguales (cor.. 2. 0 ), 
pues son ambos rectangulos el uno en P y el otro 
en Q , tienen iguales las hipotenusas AC, DF., y a- 
demas tienen iguales los angulos agudos ACP, DFQj 
luego AP—DQ y PC=QF. Ahora, por ser APnDQ, 
resulta que los triangulos APB ., DQE rectangulos 
en P y en Q serin iguales (cor. 2. 0 ), pues queade- 
mas de ser rectangulos tienen iguales las hipotenu- 
.sas AB, ED y los catetos AP, DQ. Luego PB=^QE; 
y suinando esta ecuacion con la P=CQF ? sera 
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3BC—EF : y por .consiguiente ternendo-' por el su«, 
puesto AB==D.E, AC=-DF, y por lo que acabamo$ 
de demosmr BCzrEF , resulta que los iriingulos 
ABC, DEF .tienen iguales ;su$ .tres iados j lu.ego (259) 
seran iguales. . 

Si los .angulos ACB , DFE fuesen rectos , enton- 
ces los triangulos rectangulos ACB , DFE jendrlan 
por el.supuesto Iguales las hipo.tenusas.AB , DE, y 
los xatetos AC, JDF, iuego ('cor. 2. 0 ) serlan iguales. 

Si los iagulo.s ACB, DFE fuesen .obtusos , como 
,en la .(tig. 2$*), jesulta que las perpendiculares AP, 
DQ , paerian fuera de.los .tri angulos (26(5 cor.- 6°.\ 
y resulta.rla que siendo iguales por el supuesto los 
angulos ACJB , DFE, sus. .suplementos AGP* DFQ 
seran tambien iguales j y los triangulos AGP, DFQ 
rectangulos en P y en Q seran iguales; (cor.. N 2. °), 
.pues ademas tienen iguales las hipotenusas AC, DF; 
de donde res ulta AP=DQ y CP=FQ. De ser 
APcrDQ, y de xener por el supues.to ABrzDE , re- 
sulta-que los .triangulos ABP, DEQ rectangulos en 
P y en Q ,se.ran iguales (cor. 2. 0 ) ; y por ; io misiiio 
BPrrEQ j restando de .esta ecuaeionL, la CP— FQ* 
se tiene BC— EF y como por el ..supues.to AB=DE, 
y AC==DF, resul.ta que los triangulos ABC , DEE 
tienen s us tres ..Iados iguales, y por £onsiguiente 
(259 seran iguales, Luego en todos los pasos es verr 
dad.era la proposicipn, 

- Cor, .5, 0 Dps triangulos .son iguales puando tie- 
nen dos lados -iguales y el. dngulo opuesto al me nor de 
etios .5 . con tal que en ambos triangulos .sea de la mis - 
ma e specie el .dngulo opuesto .al mayor ladoj esto es 7 
que en ambos sea agudo u obtuso , 

Espl, Sean .los dos triangulos ABC , DEF (figs. 
H* y 2$*) y en los cuales suponemos que AB=DE, 
AC=DF, ABC=DEF , en los .cuales sabemos ade- 
ma s que AC <AB y DF <DE , y que los angulos 
ACB , DFE son en ambos triangulos de una lnisma 
^specie , .esto es, son.en ambos 6 agudoscomo en la 

24*) 6 en ambos obtusos como en la (fig. 25*); 
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digo qae~ son iguales los - espresados triangulos 

ABC , DEF. . 

Dam. Cofdquese el triangulo DEF sobre el ABC, 
de modo que DE se confunda con AB , y resultara 
(251) que el lado EF caera. sobre el BC. 

' Ahora 5 las-circunstandas que rse suponeo c.ono- 
cidas , dan a entender que las AC y DF no son per^ 
pendieulares k las BC ,-EF, pues ;que si lo fuesen, 
los angulos en C y E sernxi rectos y los triangulos 
ABC, DEF serian iguales por lo demostrado' : (cor. 
2I 0 ). Luego si conccbimos por A una perpendicular 
al lado opuesto BC , resultafaqueipor ser DF=AC 
y estar el punto D confundidovcon A, que la DF 6 
se confundira con AC 6 caera en Ac (263) de modo 
que-P 0 =:Pc. Mas si sttponemos. que caiga en Ac, 
el angulo DFE estara representado por. eL AcB, y 
tendremos (fig. 24*) que AcB.> B^sera obtus'o; y el 
ACP?= Ac P y por la igualdad'de losmangulosjAPC, 
APc (cor. 2 i 0 ),^s'era agiido.f y coino por eL supues- 
to se sabe-'que Ids angulos DFE ACB .son- de una 
misma especie , resulta que lalDF- no puedeicaer a 
diverso-lado de la perpendicular..} luego, caera al 
mismo lado* y se confundira DF £0x1 AC, cayendo 
el punto F sobre. C , y. todo. el lado EF se-dm*bra 
confundido eon BC. Luego los-ddsi triangulos se lia^ 
bran eonfundido ipseran- iguales. — . 

La inisma consecuencia se saca respecto de la 
(fig. 2$^)'} pues^si supoiiemos que al hacer la su- 
perposicion , la- DF no caiga sobre la AC, sino que 
tome la position de Ac , ad- otro lado de la perpen- 
dicular * el-angulo ACB-.> P seria obtusa, y el an- 
gulo AcP que representa al DEE seria agudo , que 
es contraFel supuesto } luego. no se puede siipo'ner 
que la DF caiga hacia difefente lado de la perpen- 
dicular respecto de la AC 4 luego caera encima y se 
confundira con ella } luego los triangulos DEF y 
ABC se confundiran en un todo y- ser an iguales. 

Cor. 4 ."? Dos triangulos son iguales cuando tic* 
nen dos la.dus - iguales . i iguaLun angulo opuesto A .uno 
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Be 'ell 6$ , con tal que el angulo opuesto dl.otrb de Los 
helps igualcs , sea de una misma especie en ambos 
triangulo s , 

EspL Sean ABC, abc (fig. 26*) dos tFianguIos 
eualesquiera, en los que suponemos AB —ab BC=bc 
y A j voy a demostrar que si se sabe adeinas que 
los angulos C , c son ambos rectos , ambos agudos, 
6 ambos obtusos , los espresados triangulos son i-» 
guales.. 

Bern , Superpongase el triangulo abc sobre ABC, 
de modo que ab se confunda con AB , y tendremos 
que , por ser ab= rAB , el punto b se confundira 
exactamente con B ; y por ser el angulo azz:A , el 
lado ac , caera sobre el lado AC, Ahora , si el pun- 
to c no cae precisamente sobre C , eaera 6 a su iz- 
quierda como en D 6 a su derecha como en E. 

Supongamos que caiga en D, y tendremos, que 
el triangulo abc \estara representado por ABD, sien- 
do el angulo c=ADB Pero si c y C son rectos ha- 
bra dos perpendteulares BD , BC tiradas desde B a 
la AC , lo que es imposible. Si los angulos c y C 
fuesen agudos , el ADB==:c seria agudo , y BDC, 
supiemento de ADB seria obtuso (254) y por con? 
siguiente mayor (252) que el angulo C, que es agu- 
doj ktego el triangulo BDC nos daria ( 26y).BC » BD, 
lo que es contra el supuesto, que exige el que 
BC=bc=BD. Si los angulos c y C fuesen ob.tusos, 
el A'DB -seria obtuso 7 y. su suplemento BDC seria 
agudo j por lo que BC seria (266 cor. 2. 0 y 267) 
menor que BD , y por consiguiente que su iguai 
be, lo.que-tambien.es contra el supuesto j luego en 
Ring uno de los tres casos de ser los angulos C, c 
rectos , agudos ti obtusos se puede verificar que el 
punto c caiga hacia la .izquierda de C , al superpo- 
nerse los triangulos j y -como por un razonamiento 
analogo ,deduciriamoS;>que tampoco puede caer di- 
eho punto a la derecha de C , por ejemplo en E, 
resulta que debiendo caer sobre la AC, se habra 
confundido preeminence -c con.Cj y como b se ha- 
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faia confundido con B, todo el lado be se habra con^ 
fundido (245) con BC * y habidndose confundido los 
tres lados , se han confundido los triangulos y por 
consiguiente estos seran iguales que era L.Q.D.D. 

Cor*. 7. 0- Bos triangulos son, iguales cuando tie - 
nen un lado igual e iguales tambien dos dngulos que 
el uno sea el opuesto> al lado iguaL 

Bern.. Sean ABC y abc (hg. 26*) dos triangulos 
cual'esquiera , en los’ que se tenga AB=ab y . A=a, 
Q—Co. Superpongase el triangulo abc sobre el ABC, 
de modo- qiie.ail se confunda con AB* y tendremos 
que por ser A 'B=:ab- r el punto- b- caera exactamente 
sobre B 4 y por ser el anguJo= A ma y el lado* ac cae- 
ra: sobre AC. Ahora, si el punto c no se confunde 
con C , caera hacia la izquierda de este como en D 
6 hacia sn derecha- como- en E f. y el triangulo abe 
estara representado por el ABD 6 por el ABE ; en 
cuyo caso el angulo : ACB seria' menor que el BDA 
y mayor que el BEA (266) 4 y como tanto- el ADB 
como el BEA espresarian el angulo* c r resulta , que 
en ninguno de estos caso s podria ser el angulo c=C, 
como exige el supuestov JLuego el punto cno puede 
tnenos de caer sobre el punto C y en cuyo caso todo 
el lado* be se habra confundido con BC ,, y habiendo- 
se confundido los tres lados* del triangulo^ abc con- 
los del ABC, estos' seran iguales - r que era L.Q.D.D. 

En el ; Apendice puesto’ a l tin de la' seg unda par- 
te de la Geometria, en la tercera edition del tomo L 
parte 2. a del Tratado elemental demuestro otros sei$- 
casos : de igualdadde triangulos.- 

274 Teor.. Si una recta tiene dos punto s : que disr 
ten igualmefite de otros dos de otra y le sera perpen? 
dicular - 

EspL Si los dos puntos Ay H , 6 A y B , cr A y 

• M , de la recta AH , distan igualmente de los pun.- 

• tos E y- G de la FD , digo- que la AH es perpendi- 
cular a la FD.- 

Bem. i.° Sean los dos> puntos A y H : ? 6 sea 
AE=AC y HE=HC r lo.que dara los triangulos 
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AEH, AHC iguales (259) , pu es ademas tienen co~ 
mun el lado AH 5 la igualdad de estos triangulos 
dara el angulo EAB==BAC y luego. los triangulos 
EAB, ABC, seran iguales : pues tienen los angu- 
los EAB, BAG , iguales , comun el lado- AB , e igua- 
les tambien los lados AE, AC por el supuesta j lue- 
go los angulos en B seran iguales y y por consi- 
guiente- rectos. (252)$, luego la AH es perpendicu- 
lar a la FD. 

2. 0 Sean ahora los puntos A y B, y tendremos 
AE=AC y BE=BC; y por lo mismo los triangulos 
ABE , ABC seran iguales (259)5 luego los angu- 
los en. B seFan iguales , y por consiguiente rectos*, 
luego la AH sera perpendicular a la FD.. 

3.°' Sean los dos puntos A yM, y $e tendra 
AE=AC,, ME-=MC 5 luego los triangulos AME, 
AMC, seran iguales- (259),. lo que da el angulo 
EAM=C/iM5. y teniendo los triangulos AEB, ACB, 
iguales los angulos en A y los lados que los forman > 
a saber: AE.=AC por el supuesta, y AB- por co- 
mun, seran iguales (260)5. luego los angulos en B 
son iguales, y por consiguiente rectos 5 luego la AH 
es perpendicular a la FD , que es L. Q. D. D. 

Cor. Si una perpendicular CD (fig. 2 r ) tiene un 
punto cualquiera D , equidistant e de dos A y B de la 
linea AB d que lo es y pasa por todos los puntos ■ que 
en dicho piano distan igualmente de.A y. de B. Por- 
que si hubiese otro punto tal como K con esta cir- 
cuntancia, tirando por el y por D,. la DK, esta seria 
perpendicular a la- AB, por lo que acabamos de de- 
mostrar 5. y como CD lo es por elsupuesto,. resulta- 
tian dos perpendiculares en un mismo punto de la 
recta AB , lo que es absurdo (266 cor. 5. 0 ). 

275 Prob. i.° Desde un. punto A fuera de una 
linea BC (fig. 30) , tirar una perpendicular d esta 
linea . 

Res. y Dem. Haciendo centra en el punto dado 
A, y con un radio cualquiera, tracense dos arcos 
que corten a la linea en.i J y E 5 haciendo centro en 
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estos puntos D y E, con el mistno 6 con otro radio 
cualquiera, tracense por la parte inferior otros dos 
arcos que se corten, por el punto de interseccion F 
y el punto dado A , tirese la AF , que sera perpen- 
dicular a la BC. Porque tiene dos puntos Ay Fa 
igual distancia de los Dy E. 

276 Probl. 2. 0 Par un -punto A de una lined BC 
(fig. 31), tirarle una perpendicular . 

Res . y Dem. Haciendo centro en el puqto dado 
A , tracense dos arcos- en D y E con un radio cual- 
quiera$ haciendo centro enl) y E con un radio ar- 
bitrario; pero mayor que AE, tracense dos arcos 
por arriba 6 por abajo j por el punto de interseccion 
F y el punto dado A , tirese la FA,, que sera, per- 
pendicular a la BC. Porque ti£ne dos puntos A yF 
a igual distancia de los Dy E. 

277 Probl. 3. 0 Dividir una linea AB (fig. 32) 
en dos partes iguales. 

Res . y Dem . Haciendo centro en sus estremos A 
y B con un mismo radio , tracense dos arcos que se 
ccrten por la parte de arriba, y otros dos que se 
•corten por la parte de abajo; y tirandoia FG divh 
dira a la AB en dos partes iguales. Porque teniendo 
la FG dos puntos equidistantes de A y B, sera 
perpendicular (274)4 la AB, y tendra(273 cor. 3.°) 
todos sus puntos a igual distancia de A que de Bj 
luego AH=HB. 
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278 Cuando dos lineas rectas se hallan en un pla* 

• no , de modo que no se encuentran aunque. se las 
proiongue todo Jo que se quiera, corno AB , CD 
(fig. 33), se Hainan paralelas. 

. Cuando dos paralelas AB , CD son cortadas por 
una linea FE , esta se llama secante $ la cual forma 
con las paralelas ocho angulos: cuatro, m r n > p . , 
internos j y cuatro, fe, r, j, esternos. 

. Cuando se comparan dos- angulos. internos a di« 
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ferente ladto de la secante, uno en cada paralela , se 
llaman angulos alternos internos : tales son los m y 5, 
y los n y p $ euaiido se comparan dos angulos internos 
a un mismo lado de la secante , como los ?w, p, 6 los 
q y se llaman solamente internos , cuando se com- 
paran dos angulos esternos , uno en cada paralela ha- 
cia diferente lado de la secante, se llaman alternos 
esternos : tales son los fe y r , y los l y sj cuando se 
comparan dos angulos esternos a un mismo lado de 
la secante , tales como fe y s 6 l y r , se llaman sim- 
plemente esternos j y cuando se comparan dos angu- 
los , uno cn cada paralela , a un mismo lado de la 
secante, uno dentro y otro fuera, se llaman corns- 
po ndientes ; tales son los fe y p , los m y $ , los l y q 7 
y los n y r. 

279 Teor. Dos tineas perpendicul ares d una ter - 
cera son paralelas . 

Espl. Si las dos lineas AB , CD, son perpendicu- 
lars a la GH, son paralelas, 6 no se pueden encon- 
trar en ningun punto del piano donde se hallan. 

Dem. Porque si se encontrasen , desde el punto 
en que lo hiciesen , se tendrian tiradas dos perpendi- 
culars a la GH, lo que no puede ser (266 cor. 5. 0 ). 

Cor. i.° Luego para tirar uua paralela d una ti- 
nea dada AB , desde un punto cualquiora G, se bajard 
d esta tinea desde dicho punto una perpendicular GH , 
y en dicho punto G se tirar d d esta perpendicular 
GH , otra tinea GD que le sea perpendicular , la cual 
sera paralela d la propuesta AB 7 por ser ambas per- 
pendiculars a la GH. 

Cor. 2. 0 Y como desde el punto G no se puede 
bajar mas de una perpendicular GH a la AB , y en 
G solo se puede levantar una perpendicular a GH> 
resuita que por un punto dado , solo se podrd tirar 
una paralela d una tinea dada . 

2tto Teor. Si una tinea es perpendicular d una de 
do s paralelas , lo sera tambien d la otra. 

Espl. Sean AB , CD dos paralelas , y GH per- 

15 T. I. 
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pendicular a AB ; digo que la GH tambien cs per- 
pendicular a la CD. 

Bern. Si la- GH no es perpendicular a CD, le se~ 
ra oblicua y por G se podra concebir una linea TU 
perpendicular a GH, la cual (279- cor. i.°) sera pa- 
ralela a BA 3 y como la CD- lo es por ei supuesto, 
se tendran por el puntoG tira'das dos paralelas CD, 
UT a la AB , lo que no puede ser (279 cor. 2. 0 ). 

28 r Teor.- Si do s rectas cortadas por otra , /or- 
man dngulos alternos internos y d alternos • esternos } 
iguales , dichas rectas serdn paralelas . 

Espl .• Sean AB , CD , dichas rectas , y EF la se- 
cante ; digo que si n=p , 6 771=3 > 6 fc=r 6 /=$ , di- 
chas iineas no se encuentran , 6 seran paralelas. 

Be m. i. 05 Sea n=p 6 171=13 , y se tendra que las 
Iineas' AB, CD no se podran encontrar en un punto 
K hacia la derechade FE5. porque entonces las ties 
Iineas FE, CD, AB,. formarian un triangulo ,. en el 
cual por ser n=p 6 771=13 ,. el angulo esterno n seria 
igual a uno de los internos opuestos p lo que no 
puede ser en virtud de lo- demostrado (266). 

Del inisrno modo se demuestra que no se pueden 
encontrar hacia la izquierda 5. luego dichas Iineas son 
paralelas. L, i.° Q. D. D„ 

2. a Si se supone k=r 6 l=s'> sus opuestos af ver- 
tice n y p om y q, seran iguales f pero estos son al- 
ternos internos ,. luego por la primera parte del teo- 
rema, dichas Iineas son paralelas. L. 2.° Q* D. D. 

282 Teor. Si dos iineas cortadas por otra, for - 
man con ella los dngulos correspondientes iguales , se- 
rdn paralelas , 

Bern, Porque si se supone kzzp, como fe=r n (§257); 
sera nrzp , q ue es el caso anterior 1 lueeo seran- pa- 
ralelas. jL. (^. D. D* 

283 Teor. Si dos Iineas cortadas por otra, for - 
man dngulos internos d esternos , que juntos vuigan 
dos rectos ' , dichas Iineas son paralelas. 

Bemo Porque si se snpone m-j-pnsr, como 
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(§ 254), sera (int. ax. 5. 0 ) m+p—m-hn, de donde qui- 
tando m y quedara p=n j iuego (281) seran paralelas. 

Y si se supone k-H$=7r* comop-wzzTi', sera k-h s~p-hs y 
y quitando s , quedara fe=:pj pero estos- son correspond 
dientes , luego (282) seran paralelas. L. Q. D. D. 

284 Teor. Si una secante corta dos paralelas , se 
verifica: l.% que los 'angulos alternos infernos son 
iguales: 2 ,° y que los alternos esternos tdmbien lo son: 

3. 0 que tdmbien son iguales f los correspondientes : 

4. 0 que los dos infernos juntos valen dos rectos , 6 
son el uno suplemento del otro y y 5. 0 , que lo mismo 
se verified eri los esternos, 

EspL Sean AB , DE (fig. 34) las paralelas y FK 
la secante j digo i.° que los angulos m=.n y p—q$ 

2. 0 que rzzt y u~s y 3, 0 que rzzn ? p=s , u=zq y m~tj 

4. 0 que 771 ^=7T , w4-p=zrtf, y por lo mismo m es su- 

plemento de q i y n de : p - 7 y 5. 0 ' que r-Ks= 7 r, w+tzzTTr 
6 que r es suplemento de s , y u de ft, 

Dem, i.° Por el punto L f medio de k parte CO 
de la FK , interceptada por las paralelas , concibase 
GH perpendicular d una de las dos paralelas , la cual 
lo sera tambien a la otra (280} y y por lo mismo los 
dos triangulos GLO 5 CLH , seran rectangulos en G 
y H; y coino LO==LC por construccion , y los 
angulos en L son iguales (257), dichos triangulos 
(273 cor. 2. 0 ) seran iguales , y daran el angulo en 
nj y coirio los p y q son sus suplementos* seran 
(255) tambien iguales* L. i.° Q. D* D. 

2. 0 Como (§ 257) m=r y n=t y y por lo acabado 
de demostrar es , sera r=f , del mismo modo 
se demuestra que u=zj ? que es L. 2. 0 Q. D. D. 

3. 0 El angulo m=r (§ 257) y m—n por alternos 
internos j luego rs=zn y del mismo modo se demuestra 
queprrj ? u-=q y mz=zt ? que es L. 3. 0 Q. D. D. 

4. 0 Siendo 1 n+p^nt 7 resulta que por ser m—n y 
se tendra n-hp^zir , y por lo mismo n es suplemento 
de p • y como lo mismo se demuestra respecto de m 
y q , resulta L. 4. 0 (^). D. D. 

5. 0 Siendo p-£rzz tt :? y p==r ; sera r-w=7r , y por 
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lo mismo r es suplemento de s , y como lo mismo se 

demuestra de los u y t , resulta L. 5,° Q. D. D. 

285 Teor. Si una linea es paralela d una de do: 
paralelas , lo es tambien d la otra. 

Espl. Sean las lineas AB , DE paralelas , y la XZ 
paralela a AB $ digo que tambien lo sera a la DE. 

Dem. Por ser AB y XZ paralelas, se tiene (284 3. 0 ) 
h—r j y por serlo las AB , DE , se tiene n=r ; luego 
fe=n j luego XZ es (282) paralela a DE. L, Q, D. D. 

286 Teor. Las partes de paralelas inter ceptadas. 
entre paralelas son iguales. 

Espl . Sean AB , CD (fig. 35) dos paralelas ; digci 
que si desde la AB se tiran a la CD las FG, HE, KL, 
MN, &g. paralelas entre si, todas estas partes , y lo 
mismo las FH , GE , 6 HK , EL , &c. comprendidas 
por las paralelas , son iguales. 

Dem. Tirese la secante GH , y se tendran los 
triangulos FGH , GHE , que por tener el lado GH 
comun , el angulo p=m , por alternos internos entre 
las paralelas AB , CD , el angulo nz=q por la misma 
razon entre las FG, HE, seran (261) iguales ^ luego 
se tendra FG-HE , FR=rGE. Dei mismo modo se 
demuestra de todas las demas, y resulta L. Q. D. D. 

Esc . i.° Si fuesen perpendiculares sucederia lo 
mismo, y se deducira que las paralelas estdn equidis - 
tantes en todos sus puntos. 

Esc. 2. 0 La igualdad de los triangulos FGH, 
GHE , da el angulo GFHrzGEH j y como nznq , y 
m—p, sera sumando n-t-m=zq-\-p , 6 FGE=FHE. 

287 Teor. Si dos lineas cortadas por otra, f orman 
con ella dos dngulos internos que juntos valgan menos 
que dos rectos , dichas lineas se encontrardn hdcia el 
paraje donde for man dichos dngulos . 

Espl . Si las dos lineas UT , AB (fig. 33), cortadas 
por la GH, forman los dos angulos UGH, AHG, 
tales que UGH-bAHG <7 r, se liegaran a encontrar 
hacia la izquierda de la GH. 

Dem. Si no se encuentran, seran paralelas (278)$ 
pero si en G formamos el angulo HGC tal, que jun- 
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to con el AUG valga do s rectos 6 <rt , la linea DC 
sera paralela a la AB $ luego se tendrian tiradas por 
el punto G dos paralelas UT, CD , a una misma li- 
nea AB , lo que no puede ser (279 cor. 2. 0 ) ; luego 
dichas lineas , prolongadas suftcientemente , se en- 
contraran. Y esto se verificara hacia la izquierda de 
laGH, porque no pudiendo la UY volver a encon- 
trar (244 cor. 3. 0 ) en ningun punto a la GD, con 
nienos razon podra encontrar a la parte HB; luego 
se encontraran hacia la izquierda, que es hacia don- 
de foruian los angulos cuya suma es menor que dos 
rectos. L. Q. D. D. 

288 Teor. - Dos angulos cjue tienen sus l ados pa- 
ralelos , 6 son iguales , 6 sou el uno suplemento del 
otro j son iguales , cuando ^rusj^rtices estdn vueltos 
hdcia un mismo lado , 6 en situacion enteramente opites - 
ta j y son el uno suplemento del otro , cuando le tie- 
nen vuelto hdcia diferente lado . 

Espl. Los dos angulos n , m (fig. 36), que tienen 
sus lados paralelos y sus vertices vueltos hacia un 
mismo lado , 6 los m y 0 que los tienen en una si- 
tuacion enteramente opuesta , son iguales ; y los 
DEG y m y que tienen los lados paralelos y sus ver- 
tices hacia diferente lado, son el uno suplemento 
del otro. 

Dem. Prolonguese la DE hasta que encuentre a 
la BC en H $ y sera n=^p , por correspondientes entre 
las paralelas GF, BC, siendo la secante DH; y p=?n 
por correspondientes entre las paralelas AB, DH, y 
la secante BC j luego m=n j y como w=o por opuesto 
ai vertice , sera tambien ni~o. 

Ahora, DEG es suplemento de n$ luego tambien 
lo sera de su igual m , que era todo L. Q. D. D. 

289 Teor. Los tres angulos de un tridngulo vctlen 
junto's dos rectos , 6 tt. 

Dem . Si^por el vertice A (fig. 37), se tira la DE 
paralela al lado BC, se tendra w==C, B, por al- 
ternos internos entre las paralelas BC , DE , siendo 
las secantes AC, AB j luego sutnando sera wh-a—Ch-B j 
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y anadiendo el angulo o , sera ?w+n+o— C- hB-i-oj 
perp (§ 254 cor. 3. 0 ) m+n'&ozz? r P luego Ch-Bh-o= 7T, 
que es L. Q. P. D. 

Cor. i.° Luego dados dos dngulos de un tridn - 
gulo , se conocerd el tercero , restan&o de dos rectos la 
stma de los dos dados j y dado un angulo , se hallard 
la suma de los otros dos , restdndole de dos rectos ; 
asi , en un tridngulo cualquiera un angulo es tuple- 
mento de la suma de los otros dos , y al contrario j y 
en un tridngulo yectdngulo cada angulo agudo es com - 
plemento del otro j pu.es entre los dos valen un recto. 

Cor 3. 0 Si dos triangulos tienen dos dngulos igua - 
les y el tercero sera igual al tercero ; pues en .ambos 
ha de ser lo que falta a los .otros dos para dos rectos. 

Del circulo y dp las rectas consideradas en el. 

2 90 T eor . El diametro es la mayor de todas las cuerdas. 

Espl. Sea AB un diametro (fig. 38), y A.D una 
euerda 5 digo .que AD -c AB 6 que AB > AD. 

Dem. Tirando el radio OD al otro estremo de la 
euerda, se tendra (§ 268) AOh-OD ^AD j pero 
AO 4-QD=AB, luego AB > AD, que era L. Q. D. D. 

291 Teor. jEn un mitmo circulo 6 en ctrculos igua - 
les y arcos iguales tienen cuerdas iguales , y cuerdas 
iguales subtenden arcos iguales . 

Espl. Sea ADBF (fig. 39) un circulo $ digo que 
si se suponen los arcos AzD, A^F iguales , las .cuer- 
das AD , AF tambien lo seran ; y si se suponen las 
cuerdas AD, AF iguales , los arcos A*D ; AxF seran 
iguales. 

Dem . i.° Tirese el diametro AB ; y con.cibiendo 
dobiada por el la figura , la parte AFB se confundira 
(249) con ADB $ y por ser iguales los arcos AzD 
y AxF y el punto F caera sobre .el punto D j pero e! 
pun, to F es tambien estremo de la euerda AF , y D 
lo es de la AD ; y ademas dichas lineas tienen co- 
mun el punto A , luego se han confundido en sus es- 
tremosj luego (245) seran iguales. L. J. Q Q. D. D. 
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2. 9 Si AD=AF, tirando los radios CD, CF, ios 
triangulos ACD , ACF , seran iguales (259) , y daran 
el angulo CAF= al CAD. Esto snpuesto , si se dobla 
la figura por el diametro AB , la parte AFD , caera 
sobre ADB , y el puato F caera sobre .el punto D, 
por la iguaidad de los triangulos} pero el punto F 
y el D, -estremos de las .cuerdas, son tambien e.stre- 
mos de los arcos } luego habiendose confundido los 
estremos de los arcos , seran iguales. L. 2 . 9 Q. D. D. 

Cor. Si en el primer easo tiramos los radios CD, 
CF , los triangulos ACD, ACF, seran iguales (259), 
y daran el angulo ACD= al ACF } de donde se de- 
duce que si desde los estremos de dos arcos iguales 
de un mismo circulo 6 de circulos iguales , se tiran 
radios al centro , los dngulos formados por dichos ra- 
dios son iguales. 

292 Teor. En tin mismo circulo , <5 en circulos 
iguales el mayor arco tiene mayor cuerda j y la mayor 
cuerda subtende d mayor .< arco , 

Dem. i. 0 ° Porque si se .su pone el arco AzH> AzD, 
tirando las cuerdas AD , AH, y los radios CD , CH, 
los dos iados AC , CH del triangulo ACH , .seran 
iguales a los dos iados AC, CD del ACD j el angulo 
ACH, que es .todo respecto del ACD, sera mayor 
que el j y por lo mismo.(272) el .tercer lado AH> AD, 
que es L Q. D. D. 

2. 9 Si AH:> AD , digo que sera Azll> AzD- 
Porque siesto no se verifica, sera AzH=d <AzD. 
Si AzHzrAzD, resultara AH=AD, que es contra 
el supuesto; si AzH < AzD, se tendria por la primera 
parte AH <2 AD, que tambien es contra el supuestoj 
luego no pudiendoser AH igual ni menor que AD, 
sera AH > AD , que es L. 2. 0 Q. D. D. 

293 Teor. A una linea que corta d la cuerda de 

un circulo , le pueden suceder tres cosas : i. a , que pase 
por el centro 2.% que sea perpendicular d la cuerda : 
y 3* a 3 ^ a divida en dos partes iguales : digo 

que si se verifican dos de estas cosas , se verificard 
la tercera. 
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Dem. Supongamos primero que la CP (fig. 40), 
saiga del centro y sea perpendicular a la cuerda FM; 
digo que divide a la cuerda en dos partes iguales, 
esto es , que FP=PM. 

En efecto, por salir la CP del centro, tiene un 
punto C equidistante de F y de M; y por ser per- 
pendicular los tiene todos (273 cor. 3. 0 ) ; luego el 
punto P que es punto de la CP , esta equidistante 
de F que de M; luego las Hneas FP , PM, que 
miden estas distancias , seran iguales. L. 1 . 9 Q. D. D. 

2. q Si la CP sale del centro y divide a la FM 
en dos partes iguales , digo que es perpendicular 
a la FM. 

En efecto’, por salir la CP del centro , tiene el 
punto C equidistante de F y de M ; y por dividir a 
la cuerda en dos partes iguales tiene el punto P equi- 
distante de F y de M ; luego la linea CP tiene dos 
puntos C y P equidistantes de los F y M de la FM; 
luego (274) le sera perpendicular. L. 2. Q Q. D. D. 

3. 0 Si la CP divide a la cuerda FM en dos par- 
tes iguales , y le es perpendicular , pasara por el 
centro. 

En efecto , por dividir la CP a la FM en dos 
partes iguales , tiene el punto P equidistante de F 
que de M; y por serle perpendicular , pasa (274 cor.) 
por todos los puntos que en dicho piano estan a 
igual distancia de F que de M; y como el centro 
es uno de estos , se deduce que la CP pasara por 
61 L. 3,° Q. D. D. 

294 Teor. La linea que cumple eon estas circuits- 
tancias divide en dos partes iguales al arco que la 
cuerda subtende . 

Dem . Porque siendo perpendicular , y teniendo 
un punto equidistante de F y de M, los tendra to- 
dos ; luego el punto Q donde la CP vaya a encon- 
trar al arco FQM , tambien estara equidistante de 
F que de M; luego las cuerdas FQ y'QM seran i*- 
guales ; luego taiiibieri lo seran los arcos F /Q, Qi»M, 
que es L. Q. D. D. 
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E sc. Reciprocamente , si una lint a CP sale del 
centro y divide al arco en dos partes iguales , sera 
perpendicular d la ctierda FM de dicho arco , Porque 
por las condiciones con que esta tirada , tiene el 
punto C y el punto Q equidistantes de los estremos 
F, M, de la cuerda FM. 

295 Teor. Si en un circulo se tiran dos cuerdas 
paralelas , los arcos que estas interceptan serdn iguales . 

Espl. Sean FM y fm estas dos paralelas $ digo 
que los arcos F/, M m son iguales. 

Dem. Si desde el centro C tiramos una linea CP 
perpendicular a una de ellas , lo sera igualmente a 
la otra (180) , y dividira (293 y 294) tanto a ellas 
como a los arcos FQM, /Q?w, en dos partes iguales, 
y se tend.ra F/Q=MraQ, /Q=mQ $ restando estas 
ecuaciones sera F/Q — fQ_— MmQ — • mQ , 6 arco 
P/=Mw , que era L. Q. D. D. 

296 Teor. Dados ires puntos A , B, C (fig. 41), 
que no esten en linea recta , se puede siempre hacer pa~ 
ser por ellos una circunferencia de circulo . 

Constr . Unans.e dichos puntos por medio de las 
lineas AB, BC, y dividanse estas en dos partes igua- 
les por medio de las perpendiculares EL, KG, las 
cuales se encontraran en el punto O , que sera el 
centro. 

Dem . En efecto , si no se encuentran, seran pa.- 
relelas j y en este caso la AB perpendicular a DE, 
$era perpendicular (280) a FG en el punto K ; pero 
BK , prolongacion de AB , es diferente de BF, pues 
que los tres puntos A, B, C , no estan en linea recta$ 
luego tendriamos dos perpendiculares BF, BK , ti- 
radas desde un mismo punto B , a la linea GK , lo 
que es imposible; luego las perpendiculares DE, 
EG , se cortaran en un punto tal como O. 

Ahora , por pertenecer el punto O a la perpen- 
dicular DE , esta a igual distancia de los dos pun- 
tos A y B j el mismo punto O , por pertenecer a la 
perpendicular FG , esta a igual distancia de los dos 
puntas B, C 5 luego las tres distancias OA, OB, OG, 



2 3 + GE 0 METR 1 A. 

son iguales ; luego la circunferencia descrita hacien- 
do centro en O con el radio OB , pasara por los tres 
puntos A, B, C, que es L. Q. D. D. 

Cor. i .° Para trazar una circunferencia por tres 
puntos dados 6 por los tres vertices de un tridnguhj 
se aplicard la construccion del teorema. 

Cor. 2. 0 Para hallar el centro de un circulo , 6 
de un arco de circunferencia , se tirardn de un modo 
cualquiera dos cuerdas AB , BC ; se dividirdn en dos 
partes iguales por medio de per pendicul ares y y el pun - 
to donde se encuentren sera el centro . 

297 Cuando una linea corta a la circunferencia 
de un circulo , teniendo parte dentro y parte fuera, 
se llama secante : tal es la AB (fig. 42). 

Y cuando una linea es tal que no tiene mas de 
un punto comun con la circunferencia, teniendo fue- 
ra todo lo demas , aunque se la prolongue, se Hama 
tangente: tal es la CE. El punto D , que es comun 
a la circunferencia y .a la tangente y se llama punto 
de contacto. 

298 Teor. Toda linea CE perpendicular al estre - 
mo Z) de un radio , es tangente del circulo. 

Bern. Por ser CE perpendicular a OD , esta Io 
sera a CE (§254 cor. 2. 0 ) y se tendra la oblicua 
ON > OD $ luego el punto N estara fuera del circulo; 
luego la linea CDE no tiene comun con la circunferen- 
cia sino el punto D ; luego es tangente. L. Q. D. D. 

Cor , De aqui se deduce que para tirar una tan* 
gente por un punto dado en una circunferencia , se ti- 
rar d el radio correspondiente d dicho punto , y en el 
estremo de este se levantard una perpendicular., 

299 Teor. Toda tangente es perpendicular al ra- 
dio en el punto de contacto . 

Bern. Por suponerse la CE tangente , todos sus 
puntos estan fuera del circulo , escepto el de contac- 
to D ; luego toda linea que desde el centro termine 
en la CE , es mayor que la OD ; luego la OD es la 
linea mas corta que desde O se puede tirar a la CE; 
luego (273 i.°) es perpendicular. L. Q. D. D. 
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De los angulos considerados en el circulo . 

300 Teor. Si haciendo centro en el vertice de un 
dngulo , con un radio cualquiera se traza un arco , y 
se concibe dividido en un numero cualquiera de par- 
tes iguales , y por los puntos de division se tiran ra- 
dios al yertice , los angulos en que quede dividido el 
dngulo dado .serdn iguales, 

Espl. Sea el angulo COA (fig. 43) ; digo qu® si 
con un radio AO , se traza un arco ABC, y se divide 
en partes iguales AB, BD., &c. y por los puntos de 
division B , D , &c. se tiran los radios OB,OD,&c. 9 
los angulos AOB BOD , See. seran iguales. 

Dem. Doblando la jigura por .el radio OB , se 
tendra (249) que el arco AB caera sobre el arco 
BDC5 -y por ser iguales los arcos AB, BD , el estre- 
mo A del primer o caera sobre el .estremo D del se-. 
gundo j luego habiendose conf undido el punto A con 
el D , las lineas AO, OD, que parten desde un mis- 
mo punto O , tambien .se habran confundido (245); 
luego (251 .esc.) los angulos seran iguales. Como lo 
mismo .se demostraria .de los demas, resulta L.Q.D.D. 

301 Teor. Si desde los vertices 0 , 0, de dos dn- 
gulos AOC , aoc , se describen con un mismo radio dos 
arcos de circulo , la relacion de los arcos comprendi - 
dos entre los lados de cada dngulo , sera la mimn que 
la de estos angulos., 

Espl . Aqui pueden ocurrir dos casos: 6 que los 
dos arcos AC, ac tengan .una eoinun medida (245 
esc.), 6 que no la tengan, 

£>em. i.° fii los dos arcos AC y ac lienen por 
comun medida al arco AB=ai7 , colocand.ola .sobre 
cada uno de ellos tantas vec.es como se pueda , que- 
daran divididos .ambos en par.tes iguales j y llaman- 
do m al numero de par.tes iguales a AB que contie- 
ne el arco AC , y n .al numero de partes iguales a 
ab = AB , que contiene el ac , se tendra AC=w;xAB, 
ac^nxAB $ y formando proporcion y simpiificando 
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por AB , sera AC:ac::wxAB:nxAB::w:n ; ahora > si 
por los puntos de division se tiran los radios QB,&c. 
ob , t&c. ? el angulo AOC quedara dividido (300) en 
tantos angulos iguales con AOB , como partes igua- 
les a AB contenia el arco CA , esto es , en m angu* 
los iguales ; y por la misma razon el angulo aoc que* 
dara dividido en n angulos iguales a nok=AQB, por 
lo demostrado (§291 cor.) j y se tendra 

AOC=7»xAOB , aoc=.nxaobzzinx AOB$ 
y formando proporcion , sera 

AOC:aoc::wxAOB:nxAOB::w:n; 
y como esta proporcion y la anterior tienen comun 
la razon m:n , resuitara (§ 184, 2. a ) AC:tfc:AOC:nocr. 
Luego la relacion de los arcos &c. 

2. 0 Si los arcos AC, ac son incomensurables, 
digo que la relacion de dichos arcos no puede ser 
mayor ni menor que la de los angulos , y de consi- 
guiente sera igual. 

Si se supone (fig. 44) la relacion de los angulos 
menor que la de los arcos , 6 AGC:aoc<AC:ac, pa- 
ra que la segunda razon sea igual con la primera, 
se necesitara que su consecuente ac crezca , y se 
convierta v. g. en ad, lo que dara AOC:aoc::AC:ad . 

En este caso , eoncibiendo dividido el arco AC 
en dos partes iguales , y luego en otras dos &c. se 
llegara a un arco menor que cd , el cuai colocado 
sobre el acd , hara que uno de los puntos de divi- 
sion caiga entre c y d , v. g. en e 9 con lo cual los 
dngulos AOC y aoe , guardaran la misma relacion 
que los arcos comensurables AC , de , y se tendra 
AOC: aoe:: AC : ae m x pero esta proporcion tiene los 
mismos antecedentes que la anterior , luego (184, 
3. a cor.) los consecuentes daran aoc:aoe::ad:ae ; pero 
esto es un absurdo , pues la primera razon aociaoe 
es de menor desigualdad, y la segunda adiae- ? es de 
mayor $ luego la relacion de los angulos no puede 
ser menor que la de los arcos. 

Tampoco puede ser mayor 5 porque si se supone 
AOC;aoc > AC :ac } 



GEOWETIRA. 237 

disminuyendo el consecuente de la segunda razon, 
lo suficiente para que resulte igual con la primera* 
y suponiendo que se convierta en ad', se tendra 
AQC: aoc; : AC: ad' j 

y concibiendo dividido como antes el arco AC en 
partes iguales, bastante pequenas, para que coloca- 
da una sobre el arco ac las veces que se necesite, 
caiga un punto de division entre c y d', como en e' 9 
se tendra AOC:aoe'::AC:ae'j 

que (184, 2. a cor.) dara aoc:aoe'::ad':ae\ que es un 
absurdo , porque una razon es de mayor desigual- 
dad , y otra de menor. Luego si la razon de los an- 
gulos no puede ser menor ni mayor que la de los ar- 
cos , debera ser igual. L. Q. D. D. 

302 Por esta razon la medida de los dngulos es 
el area .de circulo comprendido entre sus dos lados, 
y descrito desde su vertice como centro. 

Para entender, bien esta medida debe saberse que 
la circunferencia se considera dividida en 360 par- 
tes iguales , que se Hainan grados j cada grado en 
60 partes iguales , que se Hainan minutos j cada mi- 
nuto en 60 partes iguales , que se Hainan segundos 9 
cada segundo en 60 terceros &c. Los grades se sena- 
lan con una 0 sobre el numero , los minutos con un 
acento , los segundos con dos &c. de manera que 
57°i7 / 44 // 2 2" / , quiere decir 57 grados, 17 minutos, 
44 segundos , y 22 terceros. De consiguiente la me- 
dida de un angulo recto es un cuadrante 6 9© 0 . 

30 3 .Teor. El angulo formado por una tangente 
y una cuerda , tiene por medida la mitad del arco que 
la cuerda subtende . 

Esph Sea el angulo ETA (fig. 45)-, formado 
por la cuerda AT y por la tangente EM 3 digo que 
tiene por medida la mitad FT del arco TFA que la 
cuerda AT subtende. 

Const r. Tirese el diametro HF perpendicular a la 
cuerda AT, el BD paralelo a la misma cuerda, y ti- 
rese el radio CT. 

Dem. Por ser FH perpendicular a AT, lo sera 
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tambien a su paralela BD (§ 280) j luego el angulo 
FCD es recto $ el angulo ETC tambien es recto 
(299) , luego (25 3) sera FCD=FTC, 

Ahora , el angulo o—p , por alternos internos 
entre las paralelas AT, BJL) , siendo CT la secante $ 
luego restando estas ecuaciones , se tendrd 
FCD — o=ETC— p , 6 nr=iETAy 
que por tener n su vertice en el centre del circulo, 
tiene por medida al arco FT j luego el angulo ETA 
que es su igual, tendra la tnisma medida FT, que 
es L. Q. D. D, 

Esc * Como entre los dos angulos ETA, ATM, 
han de valer dos rectos , el valor del angulo ATM 
sera lo que le fake a la mitad de AFT para la semi- 
circunferencia , 6 su medida sera la mitad del arco 
ABHT y luego ya se considere el area mayor 6 el me- 
rior que la cuerdasubtende, se verifica la proposiciono 
304 Teor. El angulo cuyo vertice estd en la cir~ 
cunferencia , formado por el concurso de dos cuerdas 9 
tiene por ?nedida la mitad del arco que abra%an sus 
dos lados„ 

Esph Sea el angulo DTE (fig. 46) , cuyo vertice 
T esta en la circunferencia , formado por las dos 
cuerdas TE , TD 9 aigo que tiene por medida la mi- 
tad del area ED que sus dos lados abrazan, 

Bern. Porque si en T se tira la tangente AT, los 
tres angulos ATD, DTE,ETB, valdran juntos la 
mitad de la circunferencia TEDM; pera el ATD 
tiene por medida la mitad de TMD , y el BTE la 
mitad de TE ; luego el DTE tendra por medida la 
mitad de DE , que era L, Q, D, D. 

Cor. iv° Si se unen los puntos D y E con el cen- 
tro C , el angulo DCE tendra por medida todo el ar- 
co DE, y DTE su mitad j luego sera DCE=2DTE. 
Al angulo DCE, por tener' su vertice en ei ceritro, 
se le llama angulo central , y al DTE , por tener su 
vertice en la circunferencia, se le llama angulo ins- 
crito j luego el angulo central es duplo del angulo 
inscrito . 
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Cor. 2. 0 Todos los dngulos BAE , BGE-, BBE 
(fig. 47) , que tienen sus vertices en la circunferencia i 
insisten sobre un mismo arco BE , son iguales ; por- 
que todos tienen por medida la mitad. del arco BE. 

Cor. 3. 0 Todo dngulo ACB (fig. 48), cuyo vertice 
estd en la circunferencia , y cuyos lados pasan por los 
estremos de un didmetro AB , es recto j porque tiene 
por medida la mitad del arco AEB , que es un 
cuadrante. 

Cor, 4.** Todo dngulo ACB , cuyo vertice este en 
en la circunferencia y abrace un arco mayor que la se - 
micircunferencia 7 sera obtuso ; porque la mitad de 
este arco sera mayor que un cuadrante ; y todo dn- 
gulo ACE y cuyo ' J vertice este en la circunferencia y 
sus lados abracen un arco menor que la semicircun - 
ferencia , es agudo ; porque su mitad sera menor que 
un cuadrante. 

305 Frob. En elestremo B de una lineaAB (fig. 49) 
que no se puede prolongar y levant ar una perpendicular . 

Res. y Bern. Haciendo centro en un punto cuai- 
'quiera C, tracese una circunferencia que pase por 
B ,'y que ademas corte en otro punto cualquiera A 
a dicha linea. Por este punto tirese el diametro AD; 
finase el estremo D de dicho diametro con el B por 
medio de la BD ; y esta sera la perpendicular pedi- 
da. Porque el angulo ABD es recto (304 cor. 3.°), 
y por lo mismo la BD perpendicular a la AB. 

306 Probl. Bado un punto A (fig. 50) fuera de 
un circulo BEB , tirarle una 6 dos tangent es . 

Res. y Bern. Unase dicho punto A con el centro 
C del circulo por medio de la AC 5 sobre esta li- 
nea como diametro, tracese una circunferencia ; des- 
de el punto dado tirense a los puntos de interseccion 
D , B , las lineas AD , AB , las cuales sera n las tan- v 
gentes pedidas. Porque tirando los radios CD, CB, 
los angulos ADC , ABC , que tienen su vertice en 
la circunferencia del circulo BDA,y cuyos lados 
pasan por los estremos del diametro AC , seran rec- 
tos 5 • y por lo mismo ia AD sera perpendicular a 
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DC , y la AB a CB - 7 y eomo DC ; CB son radios 
del circulo dado DEB , resulta que las AD , AB, 
perpendiculares a estos radios, son tangentes de 
dicho circulo. 

De las figuras en general , y propiedades de los cua~ 
dr Hater os. 

307 Se llama figura el espacio terminado por If- 
neas. En la idea de figura entran estas dos : Id 
del espacio cerrado, que se llama . area 6 supeyficie 3 
y la de las lineas. que le cierran , que se llama cou- 
torno 6 perimetro. Las figuras terminadas por rectas, 
se llaman rectilineas f las terminadas por una 6 ma, 
chas curvas , curvilineas y y las que por lineas rec- 
tas y curvas , mistilineas. 

Cuando dos figuras tienea sus perimetros de i- 
glial estension ^ se llaman isoperimetras j cuando sus' 
superficies son iguaies , se dice que son equivalentes ; 
y cuando son tales que superpuesta la una. a la otra 
se conf unden exactamente , se llaman iguaies. . 

Se dice que una figura esta inscrita en un circulo, 
6 que un circulo esta circunscrito a una figura cuando 
todos sus angulos estan en la circunferencia de. dicho 
circulo , como ABDC (fig. 5 1). 

Cuando una figura es tal que todos sus lados son 
tatigentes de un circulo , se dice que esta circunscrita 
a 1 circulo , 6 que el circulo esta inscrito en la figura: 
tal es la ABCDE (fig. 52). 

E11 general se llama base de una figura al lado 
sobre que se considera insistiendo j altura , la per- 
pendicular bajada a la base , desde el punto de la fi- 
gura que diste mas de la base j y se llama diagonal 
toda linea AD (fig. 52) , que desd$ un angulo va a 
parar a otro no inmediato. 

308 De esto y de lo dicho (270 y 271) se dedu- 
ce , i. 9 que el perimetro de una figura inscrita en una 
curva , es menor que la misma curva: 2. Q de dos figu~ 
ras mscritas en una curva , la que tenga mayor numero 
de lados tiene mayor perimetro ; 3. 0 el perimetro de 
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toda figura circunscrita d una curva , es mayor que 
la misma curva : y 4. 0 de dos 6 mas figuras circuns - 
cntaj d una . curva , la que tenga mayor numero de la* 
dos tiene menor p erimetro j pues aqui llamamos peri- 
metro a lo que alii conjuntos de lineas. 

309 Cuando una figura esta terminada por cua- 
tro lineas , se llama cuadrildtero. Si de estas cuatro 
lineas ninguna es paralela a otra, la figura se llama 
trapezoid? , como ABCD (fig. 53); cuando dos son 
paralelas entre si , como AD, BC (fig. 54) , se llama 
trapecio j y paralelogramo , cuando las cuatro lineas 
son paralelas de dos en dos. 

/ Hay cuatro especies de paralelogramos : primero, 
cuando los angulos A y D (fig. 55) adyacentes a un 
mismo lado AD , y los lados AB, AD que forman un 
mismo angulo, son desiguales, el paralelogramo se 
llama romboide 5 cuando los angulos adyacentes a un 
mismo lado son desiguales , e iguales los lados que 
forman un mismo angulo, como ABCD (fig. 56), se 
llama rombo j cuando los angulos adyacentes a un 
mismo lado son iguales, y los lados que forman un 
mismo angulo desiguales, como en la (fig. 57), se 
llama rectdngul 0 j y cuando los lados que forman un 
mismo angulo son iguales, y los angulos adyacentes 
a un mismo lado tambien son iguales, como se ve en 
ABCD (fig. 58), se llama cuadrado . 

Se llama base de un paralelogramo el lado sobre 
que se considera insisuendo, y la perpendicular a la 
base 6 a su prolongacion, desde el lado opuesto, se 
llama altura j asi, BE es la altura de los paralelo- 
gramos ABCD (figs. 55 y 56), cuando se considera 
por base el lado AD. En un trapecio se llaman bases 
los dos lados paralelos$ y altura la perpendicular ti- 
rada desde uno de ellos al otro. 

310 Teor. Los cuatro angulos de un cuadrildtero 
valen 6 cuatro rectos . 

Lem. Porque (figs, 53, 54 y 55), tirando la dia- 
gonal AC quedara dividido en dos triangulos , cuyos 
angulos valen lo mismo que los del cuadrilatero 5 y 

16 T, I. 
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como los angulos de cada triangulo valen tt , Ios del 

cuadrilatero valdran 27 r 6 cuatro rectos. L. Q. D. D. 

31 1 Teor. Si dos lados opuestos de un cuadrild- 
tero son iguaies y paralelos , sera un paralelogramo. 

EspL . Si los dos lados AB, CD del cuadrilatero 
ABCD (fig. 59), son iguaies y paralelos, los otros dos 
lados AD, BC, tambien lo seran, y la figura sera un 
paralelogramo. 

Dem . Si se tira la diagonal AC , se tendran .dos 
triangulos BAC, DAC , que tienen AB=CD por el 
supuesto; el lado CA comun, y el angulo mizzn, por 
alternos internos entre las paralelas AB, CD y la se- 
cante AC; luego son iguaies (2 60); luego ADzzBC, y 
el angulo p—qj pero estos son alternos internos entre 
las lineas AD, BC, cortadas por otra AC, luego di- 
chas lineas seran paralelas (281), y la figura un pa- 
raielogramo. L. Q. D. D. 

312. Teor. Si los lados opuestos de un cuadrild - 
tero son iguaies , el cuadrilatero sera un paralelogramo . 

EspL Si en el cuadrilatero ABCD , se supone 
AD=BC, y BA=CD, 

digo que AD sera paralela a BC , y BA a CD, 
y la figura un paralelogramo. 

Dem . Porque tirando la diagonal AC, los trian- 
gulos ABC, ADC seran iguaies (25 9); luego el angu- 
lo m~n , y p~qj la primera ecuacion da que CD es 
(281) paralela a BA , y la segunda que AD lo es a 
BC; luego la figura es uri paralelogramo. L. Q. D. D. 

313 Si aplicamos aqui lo demostrado (2 86), y se 
sustituye el lenguaje de paralelogramo , lados , Wc. 
se tendra: primero, que la diagonal de un paralelo- 
gramo le divide en dos triangulos iguaies . Segundo, 
En todo paralelogramo son igualts los lados y dngu - 
los opuestos. Tercero. Dos dngulos A , D, contiguos 
d un mismo lado de un paralelogramo , son (284, 4.°) 
el uno suplemento del otro . Cuarto. Si uno de los an - 
; gulos es recto , lo son todos. Quinto. Si dos lados con- 
tiguos de un paralelograim son iguaies , lo son todos 
l.os demas . 
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314 Si dos paralelogramos tienen dos lados'igua - 
l,es e igual el dngulo comprendido > scran iguales j pues 
los otros dos lados lo seran por opuestos a los da- 
dos j y los angulos seran. opuestos igual al dado-, y 
los.adyacentes tambien Seran iguales por ser supie~> 
mentos suyos. 

Ademas puede observarse que si por la parte su- 
perior 6 inferior, de la AD , y pot la derecha 6 i.z- 
quierda de la AB, se tirasen varias lineas, y por el 
punto C se tirasen paralelas respectivamente a di- 
chas lineas , tesultarian una porcion de paralelogra- 
mos, que todos tendrian una uiistna diagonal AC. 

De los poligonos. 

' 315 Una figura terminada por mas de cuatro li- 
neas se llama poligono j si esta terminada por cinco 
lados , se llama p entdgono j si por 6 , exdgono $ si por 
7 ? ept&gono y si por 8 , octogono \ si por 9, enedgonoy 
si por io, decdgonoj si por 11 , endec dgono j si por 
12, dodecagono. Cuando ocurre nombrar un po/igo- 
no de mas lados, se dice p oligono de 16, de 20, 
de 30 lados. 

Un poligono es regular cuando .tiene iguales todos 
sus angulos y todos sus lados, como ABDEF (fig. 6o)'j 
y es irregular cuando le falta alguna de estas cir- 
cunstancias, como ABCDEF (fig. 61). 

Se llama dngulo saliente de un poligono , . aquel 
cuyo vertice mira hacia fuera de la figura , como los 
A, B; y dngulo entrante , aquel cuyo vertice mira 
hacia dentro de la figura como el D. 

Cuando el poligono es regular hay un punto den- 
tro, tal que todas las lineas que desde el se.tiran a 
los angulos, son iguales j este punto se llama el cen~ 
tro del poligono ,.y las lineas tiradas radios oblicuosj 
y se ilamaii radios rectos las perpendiculares tiradas 
ii.esde el centro a los lados 3 y en un poligono se lla- 
ma sajita a la diferencia entre el radio oblicuo y el 
xadio recto,.. 
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316 Teor. Xa suma de todos los dngulos de un 
poligono vale tantas veces dos rectos , como lados tie - 
ne el poligono menos dos . 

Dem. Porque si desde uno de los angulos A 
(fig. 61) se tiran diagonales/quedara dividido el po- 
ligono en tantos triangulos como lados tiene menos 
dos j pero los angulos de estos triangulos componen 
los del poligono \ luego los angulos de este valen tan- 
to como los de los triangulos j y como los de cada 
triangulo valen dos rectos , se deduce L. Q. D. D. 

C or. i.° Luego llamando 7 r a dos angulos rectos 
6 a 1B0 0 y n al numero de lados, (n — 2)7? serd la es - 
presion del valor de todos los dngulos de un poligono . 

Cor. 2. 0 Como en un poligono regular todos los 
angulos son iguales, y hay tantos como lados, para 
hailar el valor de uno se dividira el valor de todos 
que es (n— 2 )tt, por n que es tambien el numero de 
angulos , y se tendra : 

$ (n — 2 W 

Angulo de poligono regular =z v — . 

n 

Esc. La formula anterior da a conocer que el 
angulo de un poligono regular siempre es menor 
que 7 r $ porque para obtener su valor , se ha de mul- 



tiplicar tt por el quebrado propio 




Sustituyendo 3, 4, $ , &c. en vez de n, se ten- 
dran los angulos de los poligonos regulares siguien* 
tes, que es muy util saber de memoria. 

Angulo de triangulo equilatero zz6o°j 
Angulo de cuadrado =90°, 

Angulo de pentagono regular r=io8°j- 
Angulo de exagono regular r=i2o°. 

317 Teor. Si se dividen los dngulos de un po- 
ligono regular en dos partes iguales por medio de 
lineas , estas se encontrardn en un mismo punto y se- 
rdn iguales. 

Espl. Si los angulos A, B, D, &c. (fig. 6o)> se di 5 - 
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viden en dos partes iguales por medio de las lineas 
AC, BC,,DC, &c., digo que estas se encontraran en 
un mismo punto C y seran iguales. 

Dem. Pues que (316 esc.) el angulo FAB<i8o°, 
su mitad CAB valdra menos de 90 0 } por la misma 
razon ABC valdra menos de 90°$ luego sera 
CAB+ABC < i8o°j 

.luego las lineas AC, BC se encontraran (287) en un 
punto tal como C. Y coino los angulos CAB , CBA, 
son iguales por ser mitades de los iguales FAB, ABD, 
el triangulo ACB sera isosceles y dara AC=CB. 

Del mismo modo se demostrara que la DC encon- 
trara a la BC; pero falta probar que la DCencontrara 
a la BC en el mismo punto en que la AC encuentra 
a la BC. Para esto observaremos que los triangulos 
CAB , BCD tienen iguales los lados AB, BD, e igua- 
les los angulos adyacentes a estos lados , por ser mi- 
tades de los angulos A, B, D, &c. del poligono; luego 
seran iguales, y se podran superponer; luego podre- 
.mos concebir. que el triangulo DCS se doble por la 
.BC, de modo que BD caiga sobre BA, en cuyo caso 
DC se confundira con AC, e iran por consiguiente a 
encontrar a la BC en un mismo punto C. 

Como lo mismo se demuestra de todas las detuas, 
resulta que tod^s se encontraran en C, y que 
ACz=BC==DC=:&c. que es L. Q. D. D. 

Cor. i.° Luego el punto C sera el centro del polU 
gono, y las lineas AC , BC, DC, to*c. los radios oWi- 
cuosj de rnanera que en todo poligono regular son 
iguales los radios oblicuos . 

Cor. 2. 0 Luego los triangulos CAB> CBD , CDJ 5 , 

. to*c. son isosceles e iguales entre si$ porque tienen sus 
tres lados respectivamente iguales. 

Cor. 3. 0 Si desde el centro se tiran las perpen- 
diculares.CP, CQ, &c. a los lados de dicho poligo- 
no , seran los radios rectos ; y como los triangulos 
ACQ , ACP , tienen el lado AC coraun , el angulo 
CAP—CAQ por mitades de FAB, y el PzrQ por 
rectos, resulta (273 cor. 2. 0 ) que son iguales, y 
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'dan CP=CQ ; lii^go en un poligono regular to do's lot 
radios rectos son iguales ^ 

Cor. 4. 0 El radio recto de un poligono regular d& 
wide al lado correspondiente en dos partes iguales ; 
porque (265 esc.) los triangulos FCA , ACB, &c. 
son isosceles. ' ^ : 

Cor. 5. 0 Si desde ei centro d$ un poligono regu- 
lar y con -el radio : oblicuo, se traza una circunferen- 
*eia,-esta pasara por todos los angulos del poligono, 
•.y ; por consiguiente- el circuit > quedard circunscrito al 
poligono . 

Gor.- 6.° Si desde el centro del poligono se traza 
'tma circunferehcia con'uri radio igual'al radio recto 
(fig. 62!), esta pasara por los estremos de todos ellos; 
y siendo cada lado perpendicular ai radio recto, que 
'se ha convertidb e'n radio del circulo , este quedard 
' inscrito en el poligono . 

' Esc. al cor. $:&y-6. 0 Debe observarse 1 que radio 
~<tblicuo'de- un -poligono inscrito en un circulo , y radio 
deim- circulo circunscrito d un poligono ", es una mis 1 - 
[ mcPc‘6sa ; y que rtidib recto de un poligono circunscri~ 
to-a un circulo : , y radio de un circulo inscrito en un 
poligono , es tambi&n'utia misma cosa ; o-irias general, 
el radio oblicuo de todos' los poligonos' que se pueden 
inscribir en un circulo , es el misnio qtie el del circulo 
en que lo estdrij y el-radio recto de todos los poligonos 
- que se 'pueden cirCUnscribir d un- circulo , es el mis mo 
v que el del -circultic& que lo estdn. -• 

Cor. 7. 9 Como, todos los triangulos ACB, BCD, 
&c. (fig. 60) son iguales, los angulos ACB; BCD, &c. 

• forniadbs en el centro, ~ser an iguales; y como en vir- 
'tLid*de Io espue$to-(2<>4 cor. 3.°) todos valen 360° 6 
27 T, y hay tantos como lados, resulta que 

- 360° ' 

afig. del centro de un polig* reg. = . 

n 

Cor. £.° El lado del exdgono es igual al radio del 
circulo circunscrito ; porque los triangulos ACB, 
BCD, &c. (fig. 63) que, en todos los poligonos regu- 



m 
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lares son isosceles, en el exagono son equilateros, por 
ser equiangulos; pues siendo ABD=i2o°, su mitad 
CBA valdra 6o°, y tambien CAB=6o°j 
luego ei ACB=6o°j luego CA=AB. 

Cor. 9. 0 Luego para inscribir un exagono en un 
circulo basta colocar el radio sets veces sobre la cfr- 
cunferencia , y tirar line as por los puntos de division 
Ay By D, <b*c. Si ahora se quiere inscribir un trian- 
guio equilatero, se unirdn de dos en dos los estremos 
de los lados , con las lineas AD , DFy FA. 

Cor. io.° T si se quisles e un arco de 30°, se di- 
vidiria (294) en dos partes iguales el arco AB corves- 
pondiente d una cuerda igual al radio . 

318 Para inscribir un cuadrado se tiraran dos 
diametros AB, CD (fig. 64) , que se crucen a an- 
gulos rectos , y se uniran sus estremos por las cuer- 
das AC, AD,. DB, BC. 

Si se levantan en A, B, C, D perpendiculares a 
los radios OA , OB , OC , OD , se tendrd circunscrito 
el cuadrado MNPQ : en el cual por ser cada lado, 
v. g. MN igual (313, 2. 0 ) al diametro AB , se ten- 
dr a que el perimetro del cuadrado circunscrito vale 
cuatro diametros . 

Ahora , por ser el lado del exagono igual al ra- 
dio del circulo circunscrito , su perimetro valdrd seis 
radios 6 ires diametros j pero la circunferencia es ma- 
yor (308) que el perimetro de cualquier figura ins* 
crita, y menor que el de la circunscrita ; luego la 
circunferencia es menor que cuatro diametros y mayor 
que tres , 6 estd entre tres y cuatro diametros . 

De las lineas proporcionales. 

319 Teor. Si en una linea que con otra forma un 
dngulo cualquiera , se toma un mimero cualquier a de 
partes iguales , y por los puntos de division se tiran 
paralelas entre si , hasta que encuentren d la otra , y 
por estos puntos de concurso se tiran paralelas d la 
primer a : cada una de estas lineas quedard dividida en 
partes iguales entre sh 



GEOMETRIA. 

Espl. Si cn la AV (fig. 65) que con la AZ forma 
un angulo cualquiera VAZ, se toma 
AB=BC=CD=&c,: 

por los puntos de division B , C, D, &c. se tiran las 
BF, CG, &c. paralelas entre si: y por los puntos F, 
G, H, &c. donde estas encuemran a la AZ, se tiran 
las F 3 , GT, &c. paralelas a la primera A V: digo que 
las partes AF, FG, GH> & c. de la AZ, seran iguales; 
y que tainbien lo seran las de las lineas FS, GT, &c., 
y las de CG , DH , &c. 

Dem. Por el supuesto se tiene ABzrBC; 
pero BCrrFK por Jados opuestos del paralelogramo 
BCKF, luego ABrrFK. 

El angulo FKGzzABF (§ 288): 
el BAFzzKFG, por correspondientes entre las pa- 
xalelas AV, FS, siendo la secante AZ; 
luego (261) los triangulos BAF, KFG, seran igua- 
les y daran AFnFG. 

Del misnio modo se demostrara que el triangulo 
FKG=GNH~HPQ=&c. ; 
luego AFzzFG— GHz=HQ=&c. 

Ahora, FK=BC por lados opuestos de paralelo- 
gramo; y por la misma razon KL~CD, LM=DE, &c. j 
pero BC=aCD==DE==&c. por el supuesto, 
luego FK-KL=LM=i&c. 

Para demostrarlo respecto de las CG, DH, &c., 
observaremos que CK~BF por lados opuestos de pa- 
ralelogramo; BF=KG por la igualdad de los trian* 
gules ABF, KFG; luego CK=KG. 

Ahora , DL=CK y LN-=KG , por lados opuestos 
de paralelogramo ; pero CKrzKG por lo acabado de 
demostrar , luego DL=LN ; y como KG=NEr por la 
igualdad de los triangulos FKG, GNH, resulta tain- 
bien que DL=LN=NH, que era todo L. Q. D. D. 

Cor. Puesto que AB~ BC=&c. y AF=FG=&c. 
resultara que la razon que tenga AB con AF, esa 
misma tendra BC con FG , &c.; 
luego AB : A F; : BC: FG: : CD : G H: : &c. : &c . ; 
y multiplicando los dos terminos de la primera ra- 



GEOMETHiA. 249 

2011 por una misma cantidad , se tendra 
AB : AF : : 2 A B : 2 AF : : 3 AB : 3 AF : : 4 AB : 4 AF : : 
wxAB:nxAF::??ixAB:wxAF::&c.:&c. 

Esto quiere decir, que un numero cualquiera n 
de partes de la primera es al mismo numero de partes 
de la segunda , como otro numero cualquiera m de 
partes de la primera es a este mismo numero de par- 
tes de la segunda : 6 alternada dira : un numero cual- 
quiera n de partes de la primera es d otro numero 
cualquiera m de partes de la misma $ como el numero a 
de partes de la segunda es al numero m de partes de 
la misma $ de manera que se tendra esta serie de ra- 
zones iguales ' 

AB;AF::BC:FG::CD:GH::DE:HQ::AC:AG:: 
BD:FH; :CE:GQ: : AD: AH::&c. :&c. 

320 Teor. Si por un punto cualquiera del lado 
de un tndngulo se' iira urn paralela d la base , los la - 
dos de dicho tridngulo quedan divididos en partes pro- 
portion ales. 

E spl. Sea el triangiilo ABC (fig. 66) $ digo que 
51 desde un punto cualquiera D de uno de los lados, 
st tira una linea DE paralela a la base, esta linea' 
dividira a los lados BA, BC en partes porporciona- 
les de modo que se tendra BA:BD::BC:BE. 

Bern . Aqui pueden ocurrir dos casos: i.° que BA 
sea comensurable con BD, y 2. 0 que no lo sea. 

En el primer caso sea la cdmun medida de BA y 
BD la AP ; y representando por m el numero de ve- 
ces que esta contenida en BA, y por n las que esta 
contenida en BD, se tendra AB=mxAP, BD=nxAP $ 
y formando proporcion y simplificando por AP, sera 
AB:BD::mxAP:»xAP::w:w* 
pero si por los puntos de division P se tiran lineas 
paralelas a la AC tales como la PQ, el lado BC que- 
dara dividido (319) en m partes iguales con CQ, y la 
linea BE en n, y se tendra BCzrwxCQ, BE=nxCQj 
de donde BC:BE::mxCQ:«xCQ::m;jij 
laego esta proporcion y la anterior (184, 2.. a ) daran 
AB:BD;:BC;BE. 
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2. 0 Si* BA y BD son incomensurables , digo que 
la razon de BA:BD no pu'ede ser mayor ni inenor que 
la de BC;BE* 

En efecto , no se puede suponer BA:BD::BC:BL, 
siendo BL. < BE $ porque.en este caso concibiendo la 
BA- dividida en partes iguales, tan pequenas que ti- 
rando 'paralelas a AC por los puntos de division, cai- 
ga uaa, de ; estas *.tal co mo.de, entre E y L, a causa 
de la comensiirabilidad de BA con B d 3 se tendra 
.BA:Bd::B,C;B<r* 

Cuya proporeion y la anterior dara (§184, ; 2. a cor.) 
BD:Bd;:BJL:Be, resultado absurdo ; porque la una 
razon es de mayor desigualdad , y la otra de menor* 
Tampocb se puede s u pofte'r q ue" B A : BD : : BC: BI/, 
stendo BI/> porqiie’coneibiendo dividida la BA 
en partes /tan pequenas como se necesite , para que 
una de las : paralelas tal como dV, 1 tiradas a.ia base 
•AC por Jos: puntos de* division;, caiga entre E y l/> 
se tendra BA.-BdnBC.-Be'; 

y formando proporeion: condos : consecuentes.de estas 
dos pro^oteiones, sera BD5Bd';:BI/:Be', 
resultadef absuedo; por. Ja-anisraa razon que. antes; 
luego nopudiendo-seivia razon 1 BA;BDi> ni <BC:BE, 
sera BA;BD::BC:BEy-q.ue es LrQ. D. D* 

Cor . i.° Dividrendb .esta -proporeion tendremos 
BA— BD:BD::PC— BE:BE,-6 DA:BD::CE:BE, 
fe/ciiaL compiles ta ; y alter nada*, se convierte en 
D A^BD^B A : CEh-B E=± BC: : BD : B E : : DA : CE; 
que nos ankmfiesta 7 queior Iddosisdek tridn^ub son 
proportionates con las parte*-' supeniores e infer lores i 
la paralela y^est as proportionates 'entre sL h 
Cor. 2. 0 De aqai se.sigue tainbien. que. si tres 
paralelas AC*, BE, "de, s& corttiWf’or dos secantss Ad, 
Ce, estas y las partes en -que- quedaii 'divididaspor Id 
paralela BE., serdn proporcionales .entre st y de tna- 
nera que se tendra Ad:Ce::AD:CE::Dd:Ee, 

6 Ad:AD:Dd::Ce:CE:Ec. 

Porque concibiendo prolongadas lassecantes has- 
ta que se cncueniren en B ; el triangulo BAC ao s 



CEGMETR 1 A. 2$1 

dara Bd:Be::Ad:Ce^ y ei BDE dara B$:Be::Dd:Ee$ 
jpor lo que (184, 2. a ) sera Ad:Ce::Dd:Ee$ 
y (184, 4- a ) Ad~Dd:Ce~-^Ee::Ad:Ce::Dd:Eey 
que reduciendo y permutando resulta 
i Ad:Ce::AD:CE::Dri:Ee, 
v (§ 18 5) A^:AD:Ddl;:Ce:CE:Ee. : 

32 r • Teor. Si-una recta divide los lados de uti tridn - 
gulo en parte > pfbporcionales , es paralela- d la base. 

' ■ Espl. - Sea el trid'ngulo BA£fc(ftg. 67)5 digo que 
si la J)E divide los? lados BA, B&, -de-modo que se 
tfenga BA:BD::BC.'BE, 

•la linea DE sera paralela a la base- AC. 

*’ Dem. Si la DE no- es paralela a la AC, se le po- 
dra tirar por elpunto D una linea ;q.ue 1 © sea. Si esta 
fuese la De, se tendria (§ 320) BA:BD::BC:Be; 

$ coeqp- esta proportion y la del supuesto tienen los 
tres primeros terminos 1 comunes , r-esulta B£=Be, 
que *e$ absurdo , porque BE es todo y Be parte suyaj 
luegd la paralela. as la base no puede caer por mas ar- 
riba Bela DE. Tampoco puede caer por la parte in- 
ferior ^’porque" si se supone que la De' es paralela a 
la AC} : resultara BEe^Be', que tambien es absurdoj 
Itieg'o si la paralela tiraaa por eb punto D a la base 
AC , no puede pasar ni por mas arriba ni por mas 
abajo d’e la DE, est^sera la paralela. Li Q. D. D. 

322 Teor. -La DE ^ que es paralela a la base , cs 

tmbien proportional con la misiria basej de manera 
que se tiene BA:BDi:AC:DE. ; 

’ Bern. Tirarrdo por D la DF paralela a BC, ten- 
dremos (320 cor. 1.°) BA:BD::AC:CF$ (C 
pero DE—FC por i ser lados opuestos del parale- 
: logramo DFCE^. htego;BA:BD::AC:DE , que era 
L Q. D. D. 

Esc; Si por um/punto E , dentro de - un dngula 
RdC (fig. 67), quisievhmos tirar una recta BEC j de 
wodo que BEmEC^tirarlamos ED paralela a CA, 
toixiariainos DB~DA , y tirando BEC resultaria 
(320) BE -EC. 

323 Probl. Dividir una linea dada AG (fig. 68) 
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en las partes iguales que se q-uiera , v, g. en ocho , 

Res. y Dem, Tirese por unode sus estremos A 
una linea cualquiera AQ $ t omens e- en esta ocho par- 
tes iguales a una mag nit ud arbitraria, tai como AB$ 
unase’el estremo F de la octava division con el G de 
la linea propuesta; y por todos los puntos de divi- 
sion tirense paralelas a la FG, las cuales dividirana 
la AG en las ocho partes iguales quese deseaba(3i9). 
r Esc . Si se q.uisiera dividir la linea en dos (oraas) 
partes que tuviesen una razon dada, como de 3 a 5, 
se dividiria la linea AG en 8 partes por el metodo 
anterior ; y la linea DE tirada por el punto que se- 
Sale uno de los numeros dados paralela a GF , di- 
.vidira la AG en las dos partes AE, EG, que seraa 
como 3:$ (§ 320 cor. i.°). 

*. 324 Prob i. Dadas tres lineas G , K , L (fig. 69), 
Jiallarles una cuarta proporcional geometrica. 

Res. y Dem. Formese un angulo cualquiera VAZ 
con dos lineas indefinidas AV, AZ; en uno de los 
lados A V tomese una parte AB= con la 1 . a G; 
en el mismo lado tomese otra parte AG~ conla 2. a K$ 
en el otro lado A Z tomese una parte AE= a la 3- a L$ 
imase el estremo B de la primera con el E de la ter- 
cera por medio de la BE , y por el estremo C de la 
segunda tirese la CF paralela a BE , la cual ira a en- 
contrar al.otro lado , de manera que la parte AF sera 
la cuarta proporcional pedida. Porque el triangulo 
ACF (§ 320) da AB:AC::AE:AF, 
o sustituyendo aestas lineas sus iguales, G:K::L:AF. 

Esc. Si solo se diesen las dos lineas G, K,y & 
pidiese una tercera proporcional geometrica , se em- 
plearia la misma construccion sin mas diferencia que 
tomar AE=AC=K. 

325 Probl. Formar la esc ala- universal que se co- 
noce con el nombre de escala de mil partes . 

Res. y Dem. Tomese una magnitud arbitrariaK 
(fig. 70), y repitase diez veces sobre la AB desdeA 
hasta O $ tomese toda la magnitud AO=ioK, y ^ 
pitase nueye veces desde O hacia la derecha j ea los 
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estremos levantense perpendiculares, en las cuales se 
tomar an tambien diez partes iguales con otra magni- 
tud arbitraria, y se tiraran lineas por los puntos de 
division 1,2,3, ( l ue seran paralelas e iguaies 
(31 1) . a la AB; y en la ultima CE formense las mis- 
rnas partes, que en la AB. 

Desde DaCy desde O a A, pongase 10, 20, 30, 
&c. en las divisiones i. a , 2. a &c.; iinase el punto O 
con el 10 de la de arriba; el 10 de la AO con el 20 

la de arriba; y as! sucesivamente hasta unir el 
punto 90 de la de abajo con el C de la de arriba; 
unase tambien el punto O con el D, y en los puiuos 
de division de la‘ derecha se pondran , tamo arriba 
como abajo, 100, 200, 300, &c.; con lo cual queda- 
ra formada la escala. 

En ella se podran tomar hasta mil partes , de es- 
ta manera; considerando que la distancia A90 vale 
diez partes, la AO valdra 1003 y como AB=ioAO, 
se sigue que la AB que es la mayor magnitud que es 
puede tomar , valdra mil partes. 

Esc. i. 9 Ahora, para tomar un numero cualquiera 
de partes menor que mil, se procedera del modo si- 
guiente. En primer lugar esta distancia se debe tomar 
en la paralela d AB que pase por el punto que espresa 
el guarismo de las unidades del numero propuesto ; y 
la magnitud estard espresada por la parte de esta It- 
nea que hay interceptada entre la linea que espresa las 
centenas , y la que va desde las decenas de abajo d unci 
decena mas de la de arriba . Asi , si se quieren tomar 
237 partes, se echara de ver que esta distancia se 
debe tomar en la linea 7F , y estara representa- 
da por la parte HN, interceptada entre la linea 
2co que espresa las centenas , y la que desde el 
30 de la de abajo que espresa las decenas, va al 40 
de la de arriba. 

Porque NH=Hm+?7WH«rN ; ahora, H?w es igual a 
200, y por consiguiente vale 200 partes; laNr=03o, 
tambien por lados opuestos del paralelogramo Nr03o, 
y por consiguiente vale 30 de estas partes ; y la rm 
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por lo que ahora probarernos vale 7 de dichas partes^, 
luego NH— 2004-304-7=1=2 37 partes. . 

Para probar que rw vale 7 partes, se observara. 
que el triangulo OQ10, por. ser la rm paralela a 
Dio, da rm:Dio::Oin:OD:: r /xOt:LoxOt:: r j:iOy 

. Drox7 

luego rm— 5 

1 0 

y como la distaucia Dio la suponemos compuesta de 
diez partes , resulta que — 7. 

Esc. 2. 0 Es tuuy importante el conocimiento de 
la escala, pues es lo primero que se jha de hacer pa- 
ra delinear todo piano, y es la que en los mismos 
pianos y mapas sirve para conocer la distancia de 
dos puntos. 

De la semejanza de las figuras. 

326 Se llaman figuras semej antes las que tienen 
su§ angulos iguales y sus lados p^oporcionaies; y de- 
seme j antes , aqueilas a que falta alguna de estas dos 
circunstancias. De modo que las dos figuras ABCDE, 
abode (fig. 71) seran semejantes , siempre que sus an- 
gulos sean A =a, B=i?, C=c, &c. y ademas se ten- 
ga AB: ab: : BC; b.c::CD: cd: : &c. : &c. 

, 327 Teor. Todos los. £ oligonos regulares de un 
mismo numero de lados son semejantes . 

Dem. Por que siendo en ambos uno mismo el nu? 



mero n de lados, la formula (§316 cor. 2. 0 ) 



(n — 2)7? 
n 



dara un mismo valor para cada angulo $ luego los 
angulos del uno seran iguales a los del otro j y c.q- 
mo en cada uno han de ser iguales los lados entre 
si, resulta que la razon que uno de ellos tenga con 
otro, esa sera la que tengan otros dos cualesquiera# 
Luego seran semejantes. L. Q. D. D. 
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328 Teor. Si por un punto cualquiera del lado de 
un triangulo se tira una paralela d uno de l os otros 
l ados , se orijinard un triangulo que sera seme] ante al 
primitivo. 

Espl. Si por el punto M del lado AB (fig. 72), se 
tira la M c' paralela a BC, el triangulo A MM sera se- 
mejante al ABC. 

. Dem> Ambos triangulos tiene comun el angulo 
en A; el angulo en M— al en B por correspondien- 
tes; el en c'— al en C, por la misma razonj luego 
son equiangulos. Ahora, el triangulo ABC nos da 
(§ 320 y 322) AB:Ai/::AC:Ac / ::BC:b / c / . 

Luego estos dos triangulos tienen los angulos 
iguales , y proporcionales los lados 3 luego son se- 
mejantes. L. Q. D. D. 

329 Teor. Dos triangulos son seme] antes , cuan - 
do tienen sus tres lados proporcionales . 

Espl. Sean los dos triangulos ABC, abc , en que 
se supone AB:ab:: AC: ac::EC:bcj 
digo que los angulos seran a=A , fr=B , c=C, 
y por lo unsold los triangulos seran seoiejantes. 

Constr . Tomese en el lado AB una parte A b'zzab, 
y en AC una parte A c'=ac , y linase el punto b' 
con el c'. 

Dem . Por el supuesto tenemos AB: ab:: AC: acj 
luego sustituyendo en vez de ab y ac sus iguales 
A i/, A c', sera AB:Ab'::AC:Ac'j 
luego (321) la Me' sera paralela a la base, y propor- 
cional (322) a la misma base3 luego AB:AM::BC:Mc'f 
y como ab~Ab'j esta proporcion y la del supuesto 
tienen los tres primeros terininos iguales 3 luego el 
cuarto sera igual en ambas , y se tendra b'c'—bc 3 
luego los triangulos AMc' r abc son iguales (259)3 y 
eomo A Me' es semejante (328) al ABC, resulta que 
su igual abc tambien sera semejante a ABC , que 
era L. Q. D. D. 

330 Teor. Dos triangulos son semejantes cuando 
tienen un angulo igual , formado por dos lados pro- 
portionates. 
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Espl. Sean ABC, abc dos triangulos, en que se 
supone A =a 9 y AB:ab::AC:ac j digo que son se- 
mej antes. 

Dem. Hecha la construccion anterior resulta que 
si en la proporcion del supuesto sustituimos en vea 
de ab, ac , sus iguales Ah' y Ac', se tendra 
AB:AJ/::AC:Ac'* 

luego ia frV divide en partes proporcionales los la- 
dos del triangulo ABC, y por lo mismo sera paralela 
a la basej luego (328) el triangulo Ab'c ' es semejance 
al ABC j y como abc es igual (260) con AbV, 'resulta 
que abc sera seinejante a ABC , que es L. Q. D. D. 

331 Teor. Dos tridngulos son semejantes cuando 
tienen sus tres dngulos r e spectiv ament e iguales . 

Espl. Sean dos triangulos ABC, abc , en que se 
supone A=tf, B=Z? y C=q digo que son semejantes. 

Constr. Toraese ea AB una parte AV igual con ab, 
y por V tirese la Vc r paralela a BC. 

Dem. El angulo b'=B por correspondientes ; y 
como B=Z? por el supuesto, sera b'==bj luego los dos 
triangulos Ab'c', abc son iguales (261); pero Ab'c' 
es semejante con ABC , luego abc tambien lo sera, 
que es L. Q. D. D. 

Cor. i.° Cuando dos dngulos de un triangulo son 
iguales d dos de otro , los tridngulos son s erne j antes j 
porque en este caso el tercer angulo es igual al tercero. 

Cor. 2. 0 Dos tridngulos rect dngulos son semej an* 
tes , siempre que ademas del dngulo recto tengan otro 
igual 6 comun . 

Cor. 3. 0 Dos tridngulos ABC , DEF (fig. 73), son 
semejantes cuando tienen sus lados paralelos j porque 
si AB es paralelo a DE y BC a EF , el angulo B=E 
(§ 288) j y ademas por ser AC paralelo a DF ser& 
igualmente el angulo C=F y A=D. 

Cor. 4. 0 Dos tridngulos DEF , ABC (fig* 74), 
son semejantes cuando tienen sus lados respectivamente 
perpendiculares 5 porque dan do a uno de ellos un 
cuarto de conversion (lo que no altera el triangulo) 
resultarian sus lados paralel os a los del otro. 
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. Esc. T i-.-? : J)os\ tridngulos rectdngulos -ion-.sstoejan* 
Us cuando tienen proportionates un cateto yzla hipo* 
terms, a f r.\.r: . ‘ -u, .>• - , * ' « ' 

En.efecto, si suponemos rectangulos en B y en b 
(fig.’72.)ibs triangulos ABC, abc, y que AB:AC::ab:ac, 
sera semejantes; porque tomando Ab'zzab y Ac'zzac^ 
la propo.rciofi se convertira ea AB: ACr.Ab': Ac'jluega 
si unimps el pun to V con c' por medio de .la b'c'y 
esta sera (321) paralela a BC 3 y como el angulo B 
es recto pot el supuestoj, tambien lo sera (284. 3. 0 ) 
el ipego (273 cor. 2. °) los .triangulos A//c', abc 
seran iguales $ pero AbV es jernejante (32.8) al ABCf 
luego tambien Jo sera abc que era L. Q. D. D. 

Esta proposition se verifica aun con mas genera- 
lidad en es.ta forma. 

Dos triangulos son-seinej antes cuando tienen dot 
lados proportionates e igual el angulo opuesto al ma- 
yor de ellos. col - 

EspL Sean los do$ triangulo6 ABC , abc. (fig. 72) 
en que se supone ABiab::AC:ac , ABC z=abc , sa- 
biendp. ademas que el lado AC es mayor que AB$ 
voy a demostrar que son semejantes* 

Dem. Tomese en AB. una parte Ab'^iab y en AC, 
una parte Ac'zzac) una se b' con c' por medio de la 
tendremos que &ustitu.yendo en la proporeion 
del supuesto en vez de ab y ac , sus valores Ab', A c' y 
sera ABiAb'nACiAc'-, luSgo la b'c' divide en par- 
tes proportionates a los lados del triangulo ABCj 
y por lo mismo sera (321) paralela a la base $ luego 
el triangulo AbV $ es semejante (328) ^1 ABC $ y 
como el triangulo abc es igual (273 cortex?) con el 
A b'c / (por, tener abzzAb', ac—Ac' por construction 
y abctszAb'c'ij porque de ser la b'c': paralela a la 
base BC , se deduce que el angulo Ab'cf zzABC=abc 
por el supuesto), resulta. que el triangulo abc tain- 
bien sera semejante al triangulo ABC. 

jEsc. 2. 0 Dos tridngulos son semejantes cuando tie - 
nendos lados proporcionales e igual el Angulo opuesto 
ti l ado menor de los dos dados y. aue scan .de una mis- 

17 T. I. 
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?na especie los dngulos mpuestos al l ado mayor de los 
dos qua.se dan. ^ \ 

E spl. Sean ABC , abc dos triangulos en que se 
tiene AG:ac::AB:ab j el f angulo en C= pPeiPc , y en 
que se sabe adetnas que AB < AC , y que to's-angu- 
los en B y b , son de una misma especie j K: esto es , 6 
ambos agudos , 6 ambos rectos , 6 ambos obtusosj 
digo que. los dos triangulos ABC, abc son se- 
mejantes. - ' -•; 

Dew. Tomese en AB una parte A i/=ab, y en 
AC una parte A c'=ac y tirise la b'c'y con la •dual la 
proportion del supuesto nos dara AGrAc/.-jABiAi/j 
luego la b'c' sera (321) paralela a la 1 base BG; luego 
el angulo B—b' y elc'mGmc; Luego (328) el 1 1 rian- 
gulo A b / c / es semejante con ei ABC; pero £1 A Vet* 
es igual (273’ cor. $.**) con el abc '- 7 plies tienen dos 
lados iguales a saber Atfmqb , Ac' mac , el- angulo 
c opuesto al inenor de los lados v ab , • igual- al ct 
opuesto}al merior en el Al/c', y los aOgulos.eh b 
y b 9 son de una misma especie por suponerSe -que 
lo son^lqs :en b y B queds'-'dgual con b'i luego el 
abc sera semejante con ABC j que era^L.Q.^D. D. 

EsciJ 3.^. Dos triangulos - son semejantes cuando 
tienen un . angulo igual y'Jy proportionates los -lados r qi(i 
f orman otra dngulo y qiie- seti de- la misma “e specie en 
a.mbos triangulos. ; q5j?. ; 

EspL. Sean CAB y FDE (fig. 76^) dos tri'an- 
gulos, endps que se tenga el : aiigtilo ABGrtzDEF; y 
proporcionales los lados (que formatf'ldS '^ngiflos 
ACB, DFE , de modo que -se tenga BG:AG::EB\£)F$ 
voy a demostrar, que coin tal que se sepa queries 
espr.esados anguios ACB , (DFE soil ambos lagtidos 
6 ambos obtusos, los triangulos serad semejantes. 

Dem. Sr. por los puntos-E y F se ti-randas rec- 
tas EG, FG que fornten los iJ angulos FEG yEFG 
iguaies con ABC y BCA, tendremos que el- triaii- 
gulo ABC sera semejante a GEF (cor. i:°), y da- 
ran BC:CA::EF:FG $ y como esta prqporcion' : y la 
del supuesto tienen la primera razon- com tin, sera 
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EF:FG::EF:DFq que da FG=DF Luego los trian- 
gulos EGF y EDF tienen el lado FG==FD , el lado 
EF comun , y los angulos FEG=ABC=F£D , y 
los otros angulos EFD y EFG de la inisrna especie, 
pb£ serlo EFD delamisma que ACB por el supuesto, 
y EFG ir ACB por construccion $ luego dichos trian* 
gulos serdn (273 cor. 6*°) iguales-, por consiguiente 
el angulo EFG 6 ACB iguai DFE , y por lo mismo 
(cor. los triangulos ABC y DEF ?on semejantes^ 
que era L. Q. D. D. 

Esc. 4*:? Dos > triangulos son semejantes cuando 
tienen un dngulo iguai , y los lados opuestos d dicho 
dngulo son proportionates con las perpendiculares que 
se les tiren desde dichos angulos * 

EspL Sean ABC, abc (fig. 75 *) dos triangulos 
en que el angulo BA C=/?acj y que ademas se tenga 
AD:B C::ad:bc voy a demostrar que dichos trian- 
. gulos son semejantes# 

, Deni . Si los dos primeros terminos de la pro- 
portion del supuesto, los multiplicamos por AB, y 
los otros dos por ab , se nos convenira en 
ADxAB:BCx ABiiadxabibckab* Esta proportion 
eQmpuesta , la podremos descomponer (190) en las 
dos proporciones simples siguientes AD:AB ::ad:ab 
y AB:BC::ab:bc< 

La primera nos dice que los triangulos ABB, abd 
rectangulos en D y d son semejantes (esc: i.°); lo 
que da el angulo DBA zudba , 6 CBA =cha y como 
por el supuesto el angulo BAQ—baG , resulta en 
virtud de lo demostrado (cor. i.°) que los triangu- 
los ABC , abc son semajantes que era L- Q. D. D. 

Esc. Siempre que se hayande sacar propor- 
eiones de triangulos semejantes se compararan los 
lados del uno con los homologos del otro j es to es , los 
que esten opuestos a angulos iguales , 6 sean para- 
lelos 6 perpendiculares. 

* 332 Teor. Si desde el dngulo recto de un tridn - 
g ulo rectdngulo se baja una perpendicular a la hipo - 
t'enusa , se verificardn seis cosas : i. a , el tri dngulo' que- 
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dard dividido en otros dos semejantes al total , y se - 
mej antes entre si : 2. a , la perpendicular bajada serd 
media proporcional entre los dos segmentos de la hi - 
potenusa : 3.% cada cateto sera medio proporcional 
entre la hipotenusa y el segment 0 correspondiente : 4.% 
el cuadrado de la hipotenusa sera igual d la suma de 
los cuadrados de los catetos : 5.*, los cuadrados de los 
catetos serdn entre si como los segmentos correspondien - 
tes : y 6 . a , la perpendicular sera cuarta proporcional 
d la hipotenusa y a los catetos. 

Espl. Si desde el anguio recto A (fig. 75) del 
triangulo rectangulo ABC, se baja una perpendi- 
cular AD a la hipotenusa BC, digo que se verificaran 
seis cosas : i. a , los dos triangulos ADB, ADC seran 
semejantes al total BAC, y semejantes entre si; 
2 a , la perpendicular AD sera media proporcional 
entre los dos segmentos BD y DC de la hipotenu- 
sa BC; 3.% cada cateto AB 6 AC sera medio pro- 
procional entre la hipotenusa BC y el segmento BD, 
6 DC que a cada uno corresponded 4.% el cuadrado 
BC 2 de la hipotenusa sera igual a la suma BA 2 -f-CA 2 
de los cuadrados de los catetos ; 5.®, Los cuadrados 
BA 2 , CA 2 de los catetos seran entre si como los seg- 
mentos correspondientes BD y DC ; y 6. a , la DA 
serd cuarta proporcional a la hipotenusa BC y a los 
catetos CA , AB. 

Dem. i. a Por tener los triangulos BAC y BAD 
un anguio comun en B, y ademas el primero uno 
recto A por el supuesto , y el segundo el r tambien 
recto, dichos triangulos seran semejantes (33 r cor. 
2. 0 ). Por tener los triangulos BAC y DAC comun 
el anguio en C , y ademas cada uno uno recto , el 
primero en A , y el segundo en m , tambien seran se- 
mejantes. Ahora , de ser semejantes BAC y BAD se 
sigue que el anguio en ; luego los triangulos 
BAD y DAC , ademas del anguio recto r y m 9 tie- 
nen otro anguio igual*; luego (331 cor. 2. 9 ) son se- 
mejantes. L. i.° Q. D, D. 

2. a Por ser los triangulos BAD y DAC seme? 
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jantes, daran (§ 331 esc. 2.^) BD:AD::DA:DC, que 
es L. 2.° Q. D. D. 

3. a Los triangulos semejantes BAC y BAD da- 
ran (331 esse. 2. 0 ) BC:BA::BA:BD (m). 

Los BAC,DAC, dan BC:AC::AC:DC (n) 9 
que junta con la (m) manifiesta L. 3 0 Q. D. D. 

4. a Las proporciones (m) y (n) dan BA 2 =dBCxBD 
(p), AC 2 =BCxCD (q)* y sumando, resolviendo en 
factores y reduciendo , sera BA 2 -kBC 2 = 
BCxBD4-BCxCD=BCx(BD+CD)=BCxBC=BC 3 
6 BC 2 =AB 2 -t-AC 2 , que es L. 4. 0 Q. D. D. 

5. a Si con las dos ecuaciones (p) y (q) fortnatnos 
proporcion , y simplificamos por BC, sera 

BA 2 :AC 2 ::BCxBD:BCxCD::BD:CD 3 
que es L. 5. 0 Q. D. D. 

6. a Los triangulos BAC, BAD, dan 
BC:CA::BA:AD , que es L. 6.» Q. D. D. 

Cor. Una vez que BC 2 =BA 2 h~CA 2 , si estrae- 
mos la raiz cuadrada de ambos miembros sera 

BC= \/B A 2 -hC A 2 * 

luego en conociendo los dos catetos se conocera la 
hipotenusa, estrayendo la raiz cuadrada de la suma 
de los cuadrados de los catetos . Y si en la niisma 
ecuacion se despeja un cateto, tal cotno CA, se tendra 

CA 2 =BC 2 — BA 2 , que da CA—V'BC 2 — BA 2 * 
la primera quiere decir , que el cuadrado de un cateto 
es igual al cuadrado de la hipotenusa memos el cuadra- 
do del otro cateto y y la segunda , que en conociendo 
la hipotenusa y un cateto , se conocera el otro cateto 
estrayendo la raiz cuadrada de la diferencia de los 
cuadrados de la hipotenusa y del otro cateto. 

333 Teor. Si desde un punto cualquiera >A de la 
circunferencia (fig. 76) se baja una perpendicular al 
didmetro BC, se verificardn cuatro cosas: i. a , la per - 
pei dicular AD sera media proporcional entre los dos 
segmentos BD , DC del didmetro : 2. a , si desde los es - 
tremos del didmetro se tiran las cuerdas BA , CA d 
dicho punto de la circunferencia } estas serdn medias 
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proporcionales entire, el didmetro y el segmento corres* 
■ pondiente : 3- a los cuadrados BA 2 , C A 2 de dichas 
cuerdas serdn entire • si como los segmentos correspon- 
dicntes : y 4,% el cuadrado BC 2 del didmetro es igual 
d la suma de los cuadrados, BA 2 , CA Z de las cuerdas, 
que desde sus espremos se tiren d un punto cualquiera 
A de la circunfersncia • 

Dein. Es la misma que la del caso anterior », solo 
con sustituir las voces didmetro a la hipotenusa ; cuer- 
da a cciteto punto de la circunferencia a vertice de 
dngulo recto $ puesel triangulo BAC es rectangulo 
en A (§. 304 cor. 3.°), 

Cor . r. 9 Una vez que BA 2 r:BCxBD , y BA es 
lina cuerda cualquiera, se sigue que el cuadr ado de 
una cuerda es siempre igual at didmetro 6 duplo del 
radio multiplicado por el segmento correspondiente d 
dicha cuerda . 

Cor . 2. 0 Luego si se tienen dos cuerdas, tiradas 
cada una desde su' diametro, el cuadrado de cada una 
sera igual al diametro multiplicado por el segmento 
que le corresponda ; y formando proporcion con 
las dos ecuaciones , se tendra despues de simplificar 
la ultima razon, que en general los cuadrados de las 
cuerdas son como ' los segmentos que causan en el did - 
metro que pasa por uno de sus estremos , las perpen- 
dicular es bajadas desde los otros estremos $ y las cuer- 
das serdn entre si (.190) como las raiees cuadr adas de 
los segmentos . . . 

334 Probl. Entre dos lineas dadas K , L((ig. 7 6 ) 

hallar una media proporcional. , ■ ■ _ 

Res. y Dcm. Pongase una a continuation- de otra 
de modo que BD—K, DC=:L; sobre toda la BC co- 
mo diametro, describase la semicire&nferencia BACj 
en el punto D donde se dnier.op , levautese la perpen- 
dicular DA hasta encontrar a la circunferencia , la 
cual sera la media proporcional pedida: (33 3 :i . a )> 

335 Teor. En to do Pri dngulo obtusdngulo , el cua- 
drado del mayor l a do e : s mayor que la suma de los 
cuadrados de los otros dos lados.j y en todo triangulo 
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ctcufdngulo , el cuadrado del lado mayor es menor que 
la suma de los cuadrados de los otros dos lados . 

Espl. Sea primero el triangulo obtusangulo ABC 
(fig. 77); digo que el cuadrado de AB es mayor que 
la suma de los cuadrados de AC y CB , 6 que . 

AB 2 > AC 2 -t-CB 2 $ y si el triangulo ABC (fig. 78) 
es acutangulo , se tendra AB 2 < AC 2 -f-CB 2 

Dem. i. 9 Bajando la perpendicular BD (fig. 77)* 
el triangulo ADB sera rectangulo, y (332, 4. a ) dara 
AB 2 =:AD 2 -t-BD 2 (n) 5 

pero AD 2 =(AC^CD) 2 ==AC 2 ^2 ACxCD+CD 2 5 y 
por ser rectangulo el triangulo CBD.sera (§ 332 cor.) 
BD 2 =BC 2 — -CD 2 j Juego poniendo en vez de estos 
cuadrados sus valores en la. ecuacion (n), se conver-, 
tira en AB 2 =AC 2 ^2 ACxCDh-GD 2 +BC 2 — CD 2 =5 
AC 2 -f-BC 2 +2AGxCD y luego el cuadrado de AB, 
que es igual a la suma de los cuadrados de los 
otros dos lados , mas la cantidad 2 ACxCD , escedera 
a dicha suma en esta cantidad, luego sera mayor. 
L. i.° Q* D a D. 

2. 0 Bajando la perpendicular BD (fig. 78) el 
triangulo rectangulo ABD dara AB 2 z=AD 2 h-BD 2 (p); 
pero AD 2 — (AC— CD) 2 =AC 2 — 2 ACxCD-^CD 2 ; y 
el BDC dara BD 2 =BC 2 — CD 2 j y sustituyendo es-? 
tos valores en (p) resultara 
AB 2 =AC 2 — 2 ACxCD+CD 2 ~hBC 2 ^- CD 2 = 
AC 2 -t-BC 2 — 2 ACxCD j luego al cuadrado de AB, 
que es igual a la suma de los cuadrados de los otros 
dos lados, menos la cantidad 2ACxCD, le faltara 
dicha cantidad para ser igual con ella$ luego sera 
menor. L, 2. 0 Q. D. D. 

Esc. i.° Paracifrar enecuaciones la relacionde 
los lados de los triangulos , y para la espedicion de 
los calculos , se senalan en general los angulos por 
las letras raayusculas ,,C, que se suponen en 

sus vertices , y por a y b , c los lados opuestos resr 
pectivamente a dichos angulos, como se ve (figs. 77 
y 78\; con lo cual las dos ecuaciones anteriores reu- 
nidas enuna, daranc 2 =b 2 +a 2 :±:2i7xCDj que quiere 
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decir ^que en todo tridngulo oblicudngulo el cuadrado 
del lado moyor (6 de un lado) , es igual d la suma de 
los cuadrados de los ottos dos , mas 6 mends el duplo 
del lado sobre que se tira la perpendicular , multiple 
cado por el scgmento interceptado p or la perpendicu- 
lar hasta el dngulo opuesto al lado que se considera. 

Esc . 2.° Si el segmento CD fuese nulo , se ten- 
dria y el tridngulo seria rectangulo, pues 

la perpendicular caeria por el mismo lado BC, , 6 se- 
ria el mismo. 

33 6 Teor. Si desde dos vertices cualesquiera de 
un tridngulo se tiran dos linens al puntd medio de su 
respective lado opuesto , dichas linens se encontrardn 
d las dos terceras partes de distancia 4 su vcrtice 
respectivo , 

EspL Sea ABC (fig. 79) un triangulo cualquiera; 
digo que si desde dos angulos cualesquiera A, C, se 
tiran las AL, CO, a los puntos L, O, medios de los 
lados opuestos BC, AB, el punto de interseccion G 
distara de A los dos tercios de AL 6 sera AGzrf AL, 
y del mismo modo CG=|CO. 

Dem. Porque tirando la OL, serd (321) paralela 
a AC, pues divide en partes iguales a los lados AB, 
BC , y se tendra (§ 322) AB:BO::AC:OL; 
y como por el supuesto BO=r|AB, resulta OLzrf AC. 

Ahora, los triangulos OGL, AGC, son semejantes 
por tener los angulos en G iguales por opuestos al 
vdrtice, el angulo OLGrrGAC por alternos internosj- 
luego (331 cor. i.°) son semejantes, y dardn 
AC:OL::AG:GL:CG:GO ; y como OL=|AC, sera 
GL=iAG, y OG^^CG, 6 se tendra AG:GL::2:rf 
que componiendo , comparando con el antecedente, 
sera AG-frGL=AL:AG::3:3 , que da AG=|ALj del 
mi6ino modo se tiene CG=|CO, y resulta L. Q. D. D. 

337 Teor. Si dos Uneas se encuentran dentro de 
un circulo , se cortan en partes reciprocamente pro* 
porcionales. 

Espl. Se dice de dos lineas que estan divididas en 
panes reciprocamente proportionates, cuando las 
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partes de la una , 6 ella y una parte suya , forman los 
rnedios de una proportion , y las partes de la otra, 6 
ella y una parte suya , forman los estremos j asi , va- 
thos a probar que las dos lineas BA, DC (tig. 8o) que 
se eneuentran dentro del circulo ADBC, se cortan de 
inanera que AE:EC::ED:EB. 

Bern. Unanse los puntos D y A por la DA, y los 
B y C por la BC j los triangulos DAE , BEC tienen 
Jos ; angulos enEiguales (257), y los en D y en Bigua- 
les (304 cor. 2. 0 ) por insistir sobre un inisino arco 
AC, luego son semejantes y daran AE:EC::DE:EB, 
que es L. Q. D. D. 

338 Teor. Si desde un punto fuera del circulo se 
tiran dos secantes que terminen en la parte concava 
de la circunferencia , las partes esternas serdn red - 
procamente propor donates con las secantes enter as,. 

Espl. Si desde el punto P (fig. 8 1) se tiran al cir- 
culo ABDC dos secantes PD , PC , digo que ten- 
dremos PA:PB::PD:PC. 

Bern. Si tiramos las CB y DA, los triangulos PBC, 
PAD , ademas del angulo comun P , tienen iguales 
(304, cor. 2. 0 ) losCy D$ luego (331 cor. i.°) seran 
semejantes , y nos daran PA:PB::PD;PC ? que es 
L. Q. D. D. 

33 9 Teor. Si desde un angulo de un triangulo se 
tira una perpendicular al lado opuesto , el lado sobre 
que cae la perpendicular es d la suma de los otros dos 7 
aomo la diferencia de estos es d la difereneia de los 
segment os. 

Espl . Si desde el angulo B del triangulo ABC 
(fig. 82), se tira la perpendicular BD al lado opues- 
to AC , se verificara que 

AC: A B-f-BC: : AB — BC: AD — C D. 

Bern. Haciendo centro en B con un radio igual 
al lado menor BC , tracese la circunferencia CEGF,, 
y prolonguese la ABhasta que encuentrea dicha cir- 
cuiiferencia , con lo cual las dos secantes liradas 
tksde A daran (§ 338) CA:AE;:AG:AFj 
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r AE=AB+BE— AB+SC, 
pero ) AG— aB— BG— AB— BC, 

C AE=AD— DF=AD— DC; 
luego snstunyeudo estos valores en la proportion 
sera AC:AB-f.BC::AB— BC:AD-DC, 

6 espresando por S , s, los segmentos AD , CD, se 
tendra q:S~ s , que es L. Q. D. D. 



Bsc. Esta proportion da S — 

y como ii'+ii=AD+DC=;AC=&, 
se tendra (§154) 

c_ & _& ( c +a)( C - a ) 

5 -T * 1 ’ 7 7 5 b 



340 Teor. Si desde dos dngulos homologos de dos 
figuras semejantes ABCDE, abcde (fig. 71) , se tiran 
diagonales a los demas dngulos , los tridngulos homo- 
logos, 6 del mismo modo colocados , serdn semejantes » 
Bern. Por ser las figuras semejantes , se tiene 
AB:afr::BC:bc::CD:cd::DE:de::EA:ea::&c.:&c., ’ 
y fi— a , Bznb , C=c , D=i , E=e , &c. &c. 

. Luego los trianguios. ABC , abc , tienen el angu- 
lo B zzb , formado por dos lados proporcionales ; lue- 
go , son semejantes (330) y dan BC:bc::CA:ca::CD:cd 
(por la serie de razones iguales. del supuesto), y el 
anguio ACB=acb* 

. Ahora ,si de los. ,angulos totales en C y c , que 
son iguales, quitamos los iguales ACB y acb , los 
residues ACD, acd , tambien serau iguales ; luego 
los trianguios ACD, acd , se hallan en el mismo ca- 
so que los anteriores ; luego son semejantes ; y co- 
mo lo mismo s.e desmostraria de todos los demas, 



resulta L. Q. D. D. 

341 Teor. Reciprocamente r si dos figuras se com* 
ponen de tin mismo numero de tridngulos semejantes , 
y del mismo modo colocadas en cada figura , serdn 
semejantes . . 

Bern. De la semejanza de los trianguios ABC, 
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die ) se deduct que el Angulo B=&., y BCA —bca, 
de la de los triangulos; ACD , acd , se deduce que 
AC Dieted j suraando estas dos ecuaciones sera 
BCA~hACD?=bca-±~acd , 6 BCD— bed ; 
y como lo mismo demostrariamos de los demas an- 
gulos , resulta que las figuras ABCDE, abode, tie- 
nen iguales sus angulos. 

Ahora , los triangulos semejantes ABC, abc, dan 
AB: ab;;BC;bc;: AC: ac m 7 
los ACD , acd , dan AC:ac::DC: dc:AD::ad, 
los ADE , ade , dan AD;ad::DE:de::EA:ea. 

La segunda de estas. series de razoues iguales 
tiene comun con la primera la razon AC :ac , y la 
tercera tiene con la segunda comun la A D:a,d $ lue- 
go podremos enlazar las tres de este modo 
AB:ab::BC;bc::AC:ac::DC:dc::AD:ad::DE:de::EA:ea ; 
6 prescindiendo de las razones en que entran las dia- 
gonals' , sera AB:ab::BC:bc::DC:dc:*DE:de::EA:ea. 

Luego , ademas de tener los angulos iguales, 
tienen proportionates los lados , y por lo mismo son 
semejantes. L. Q. D. D. 

Esc . Si representamos en general por L, L' y 
L", , l, V, l" , (b’c. los lados de dos figuras se- 

mejantes. : por P, p , sus perimetros : por D, d, dos 
diagonals homologas : y por R , r, los radios rectos 
li oblicuos de dos poligonos regulares de un mismo 
niimero de lados., que. entonces son semejantes (327)* 
se tendra L:l::L / ;l'::L // ;l";:Wc.: 8 >t c.::D:d, 
que (185 , i,*) da 

c, .* t ::L:hD:d, 

6 reduciendo sera P:p:;L:l::D:d (m), 
y si, son regulares sera P:p;;L:l::R:r (n). 

La (m) quiere decir , que los perimetros de dos 
figuras semejantes son entre si como sus lados 6 dia- 
gonals homologas j y la (n) dice que en los poligonos 
regulares semejantes , los perimetros son entre si como 
los lados homologos, 6 como los radios rectos u oblicuos . 

342 Si siendo AB (fig. 83) el lado de un poll- 
gono regular cualquiera inscrito en un circiilo, se 
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quisiese otro de duplo numero de l ados , no habria 
mas que tirar el radio recto OE prolongado hasta 
B', y unir el punto B' con los A , B $ pues cada la- 
do AB' subtenderia un arco que seria la mitad del 
priinero. Y si dado un poligono abcdef (fig. 85) ins- 
crito , se quisiese uno circunscrito , se tirarian los ra- 
dios oblicuos O a Ob , &c. y tirando en sus estremos 
las tangentes FA, AB, &c. su conjunto formaria el 
poligono que se queria $ pues todos los triangulos 
aAb, bBc y &LQ. son iguales (261) e isosceles (303)^ 
de donde se sacara la igualdad de los lados AB, 
BC , &c. y la de los angulos A, B, C, &c. 

Y si teniendo un poligono MR VO (fig. 86) cir- 
cunscrito a un circulo , se quisiese otro de duplo m- 
mero de lados , se tirarian los radios oblicuos CM,. 
CR, &c. y en los puntos Q, D, &c. donde encon- 
trasen a la circunferencia , se tirarian las tangen- 
tes PN , BT &c. y se tendria el poligono PNBT &c. 
que se queria $ porque tirando las AQ , AD, &c. 
todos los triangulos QNA , ABD serian iguales en- 
tre si e isosceles. 

343 Teor. Si en un circulo se inscribe un poligo - 
fu> cualquiera , y despues otro de duplo numero de la- 
dos , y asi sucesivamente , la sajita correspondiente a 
cada uno ird siendo mas de dos veces menor que la del 
anterior j y por lo mismo podrd llegar d ser menor 
que cualquier cantidad dada , por pequena que sea. 

Espl. Sea ABED (fig. 84) un cuadrado inscrito 
en el circub ; digo que si se le inscribe un octogono, 
y luego un poligono de 16 lados , y asi sucesivamen- 
te , la sajita. Bfe del cuadrado sera mas de dos veces 
menor que el radio BC j y la Br del octogono mas 
de dos veces menor que la Bfe del cuadrado , y asi 
sucesivameate; de mancra que al cabo de cierto tiem- 
po podra. ser menor que cualquier cantidad dada. 

Dem . Si dividimos el arco BA en dos partes U 
guaies en H , y tiramos la AH y la BH , esta sera 
el lado del poligono de duplo numero de lados j y 
por ser los cuadrados de las cuerdas tiradas desde 
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los estremos de un diametro (333 cor. 2. 0 ) como sus 
segmentos correspondientes , tendremos 
BA 2 :BH 2 ::BC:Bfe j pero por ser obtusangulo el trian- 
galo BHA se tiene (335,1.°) que AB 2 >BH 2 +AH 2 ; 
pero AH=BH , luego AH 2 =rBH 2 , y la desiguildad 
anterior se convertira en AB 2 <2BH 2 5 luego la 
proporcion anterior es tal que el antecedent de 
la primera razon es mas de dos veces mayor que 
el consecuente j luego el antecedente BC de la se- 
gunda sera tambien mas de dos veces mayor qae su 
consecuente Bfe, 6 BC>2Bk, 6 lo que es lo misino 
Bfc>*§BC. 

Y como lo mismo se demostraria de Br respec- 
to de B k , &c. resulta (229 cor. 2. 0 ) L. Q. D. £. '. 

344 Teor. Si d un ctrculo se le circunscrve urt 
poligono regular cualquiera , y despues otro de iuplo 
nirnero de lados , y asi sucesivamente i.° el ledo de 
esle ultimo serd mas de dos veces menor que el del an- 
terior j y 2. 0 la sajita del segundo serd mas ie dos 
veces menor que la del primero $ y por lo misnio di- 
chas lineas podrdn llegar d ser menores que cualquier 
cantidad dada , por pequena que sea. 

EspL Sea MR VO (fig. 86) un cuadrado eircuns- 
crito al circulo, y TBNP &c. un oct6gono; digo 1.* 
que el lado del octogono NB es mas de dos veces, 
menor que el del cuadrado MR, 6 jue NB<§MRj 
y 2. 0 que la sajita Be del octogono (siempre llama- 
xetnos sajita en un poligono regular , la diferencia 
entre sus radios recto y oblicuo) es mas de dos ve- 
ces menor que la RD del cuadrado , 6 que Bc<|RDf 
y si se continua circunscribiendo poligonos de duplo 
nuinero de lados , dichas lineas podran llegar k ser 
menores que cualquier cantidad dada , por peque- 
na que sea. 

Dem. i.° El triangulo rectangulo BDR da 
BR>BD 5 y como (§ 342) BD=AB sera BR>AB$ 
por la misma razon sera MN>NA j sumando or- 
denadamente se tendra BR+MN>AB-^NA==;NB5 
y afiadiendo NB seri BRh-MN^NB>NB-hNB , 6 
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reduciendo sera MR>2NB 6 NB'<fMR, que ei 

L. i.° <3. D, D- 

2.° Para demostrar la segunda parte , haliare- 
mos tes valores de las sajitas. y y ‘comparandolos se 
dedu:ira lo que hecnos dicho. En efecto , bajando 
la perpendicular D/ , esta sera serniiado del cuadra- 
do ihscrito , <al sera la sajita del ftiismo cuadrado* 
y ademas la D/ sera paralela a aR j por lo que 
(3 20 cor. i. el triangulo CnR dara . • 

Ca;CR::knDR=— (m). 



Ca 



* Bijando la perpendicular cl 0 } esta sera semilado 
del octogona insfcrito-'y-Dj sera^ ^U' sajita , y adetnas 
la ctfseri paralela a'B© , por lo que* el triangulo 

CBxD? • CB 

CDB dara CD:CB:rDj 5 Bc=-~— xD^ (n). 

’ *.. i; ■ yO . JJL 

Gompirandodos valores (m)y(n)-de’«DR y Bc^se 

’ • • ,T * \ V. * 5 ■■ '' 

veraqiie elf MW ^^-del primero es mayor que 

Ca. , i-.i ... . 

eFd^i/del seguiiddi hues' teniendo igual denomina- 

; CD . . ' • . . . 

dor y el uu^efe&rCR -del ^primerb es- mayor (273) 
que ci CB de'Fsegundo : el factor la del primero es 

(343) ma^ de dosyeces : mayor que-Dl Dj del segun- 

do; luegb el valor de Bey es- por razori del factor CB 
menor que el deM^*y~por razon del' factor Ds 
mas de dos veces menor , luego~ton mas.razon sera 
feias de dos ’ veces’ menor , 6 se tendra 1 Bc«c§DR, 
que e^ L. 2. 0 Q. D, D. 

345 Teor. • Si en un ctrculo se inscribe y ciircuns- 
cribe. un poligono regular de un misrno numero de la- 
dps y y despues se iriscriben y circunscriben otros de 
kluplo numero de l ados , y ast sudesivamente , la dife - 
rencici entre el perhnetro del circunscrito y el del ins- 
crito podrd llegar d ser menor que cualquier canlidail 
dada , por pequena que sea . 
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■Dem . ' Sea P el perimetro del pdiigono circuns- 
crito yRsu radio recto ' que es el ihisino del clrcu- 
lo :'y sean p y r el perimetro y radio recto del ins- 
erito ; y como estos poligori&s soa'semejantes (327), 
sus perimetros seran proporcionales ( 34 *-« s Sr) 
sus radios rectos, y se tetidra P:p::R:r j que divi- 
diendo -da' P— f :P::R— r:R j de donde sa}e 

SsJEf 

iif R 

Y como en‘ el valor de P — p entra por factor 
R— r, que es la t sajiia j del pollgono iriscrito., y esta 
va : siendb ‘ttos' veces menor al pago^que se 

irr^crrbtn* pti}ig()rio*$* tie ' dttpjo riumero de lados* re- 
sults en viftud de lo espuesto (229 cor. 3. 0 ) que la 
dffer'e'nciaT— p deeds' perimetros .podraJlegar a 
ser menor que cualquier cantidad dada. por peque- 
-. 0 sea< l. Q. D. D. 



na 



Cor. Luego con mas razon se podrd. circunscri* 
BfiPjl un pollgono at, circulo , -en que la di~ 

fepnci^entrejl gerijnet'irq de lino u otro y la. circun- 
menor qiie;cudlquier cantidad dada.' Por- 
que Coma ia ‘ cikuiif^nda (308) mayor que- .el 
pei^irnetro del poligoiio inscrito , y menor que el del 
circurist^ito , al acercarse. estos perimetros el uno 
al t>tro j se acercaran con m^s razon a, la circun- 
ferencia. . ,r. t :;> - r : 1 - * . : 

346 Teor. 'Las ci/cunferencias de lo$ circulos son 
entre si como sus radios' R , r , 6 diametros D , d. 

Bern.. Sean P ? p los perimetros de dos poligo- 
h 6 s Wg'tfl^es semejante§. 7 .circunscritos.a dos .cir- 
culos cuyas circunferencias sean C, c, los diametros 
D, d, y R, r los radios ? 'que tarn bien.spn (31^7 ie sc.) 
los radios rectos de dichos .:.goligonos $ y (341 esc.) 
se tendra P:g::_R:r $ pero auLpentando, el nrimero de 
lad'Q$ de’ estos poligqnos , se.p,ueden acercar P a C, 
y p’a'c al ririismo tiempo tanto_ copo se quiera (345 
cor.) - y siendo C , c constables,, resulta (231.) que 
P:£::C:e £ y como esta proporciori y la anterior tie- 
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nen una razon comun, nbs daran (§ 184 , 2. a ) v 

C:c::R:r::2Ki2r::D:d , que es L. Q. D. D. 

Cor. t‘.° Luego si se Conociese \a relation que urs 
didmetro tenia con su circunferencia , en dando otro 
didmetro' 0 ' circunferencia se podria venir en conoci - 
miento de la circunferencia 6 didmetro resgectivo 7 
pues erf cualquiera de estos dos casos s.erian cono- 
cidos tres terminds de la proporcion anterior. 

347 Pero Arquim6des hallo que dicha reiacion 
del diametro a la circunferencia' era la de 7 a 22$ 
Pedro Mecio hallo la de 113 a. 355 j y la que no- 
sotros fiemos calculado por , proeeditnientos georne- 
tricos en' nliestro Tratadq elemental (totnoi, § 505) 
es la de 1 a 3,141 59265358979324 5 y por, las se- 
ries (101110 II del mismo Tratado, haciendo uso de la 
formula del § 647) hemos hallado que da espresa- 
da reiacion es la de 

r a 3,141 59265358979323846264338327950285 
luego haciendo uso de esta ultima , para hallar la 
cirounferehcia correspondiente ’ al cliametro D , for- 
maremos la siguiente proporcion 
*.•3, 141 $9 &c, : : D; C=±3 ,14159 Sic.xD^nTi^it'Ki 
llamando 9r ai factor 3,14159 &c. Dohde debe ob- 
servarse que cuando la letra# esta en las cspre- 
siones de- ciTcanferericia , circulo , &c. ’ espresa el 
valor 3,14159 &c. y cuando se trata de ‘angulos 
vale dos Angulos rectos. 

348 Para rectificar un arco 6 hallar su- Ipngi- 
tud esteiidido en linea recta , se’ dira: 360*, que va*. 
le toda la circunferencia , es a su longitud 

3,141 59 L>-=r7 tD , como el numero de gradoi G del 
co es d su lohgitud res^ectiva 



L j 6 j 6 o°: 7 rD;;G:L^: 



■ttDG 



3600 



349 Los calculos que hay que hacer para ha- 
liar la reiacion anterior, son sumamente complica- 
dos bajo cualquier aspecto , y por cualquier me to- 
do que se hagan , como puede verse en los para-*. 
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jes antes citados 5 por lo cual vamos a poner aqui 
un .metodQ grafieo muy sencillo, que podra servir 
para casi todas las aplicaciones practicas. Es el si- 
guiente. 

Sea AEBD (fig. 87) una circnnferencia 5 tirese 
en el punto A una tangent e indefinida FG 5 tomese 
(317 cor. io.°) el arco Am. de 30°} por el punto in ti- 
rese el radio Oin hast a F$ tomese ahora sobre la mis- 
ma tangente desde F a la derecha la.magnitud FG 
igual a tres veces el radio 5 desde el punto G tirese 
al e st rem.o B del didmetro la BG 7 y esta sera igual 
en longitud d la semicircunferencia ADB , aproxi - 
mada liasta mas de diezmilesimas . 

En efecto, tirando la mn perpendicular al radio 
AO , sera semilado de exagono , y de eonsiguiente 
igual a la mitad del radio Om $ por lo que el trian- 

gulo AFO dara. 0 »:OA::wn;FA= — 



pcro suponiendo el radio AOzzi ? sera ?nnzn% AOi=-§ 3 

y O nzz\/ Om 2 — mfzztf i — - —\s/ 3; 

4 



oXl 



3 



luego sustituyendo se tendra FA=-^— ' 

Wi Vi 

multiplicando arriba y abajo por \/ 3 j de donde re- 
sulta que el cateto AG del triangulo rectangulo BAG 
sera AG=z 3— 1\/ 3 ; de eonsiguiente la hipotenusa 



BG sera BGz=V / AB 2 - i7 AG 2 =\/2 2 -i-(3 -- \V if— 
V'A+9— ^X3^f^^X3==.V"i3— 2V<3H-f= 

V ^-^-2^.1— V; 2X1,7320508= 

^ 1 3,3333.333-3^4641 0 1 6=^9,869231 7=3,141 5 3. 

Perp' la seinicircunlerencia , siendo el radio la 
imidadj esta espres^d^ por 3514159. &c. 5 luego- la 

18 T, 1. 
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linea BG es igual a la semicircunfergricia BDA con 
meaos de una diezmilesima de diferencia. L. Q. D, D„ 

SEGUNDA PARTE. 

De la estension en longitud y latitude 6 de las super* 

ficies. 

350 Hasta aqui solo hemos considerado en las fi- 
guras su perimetro j ahora pasamos a manifestar las 
propiedades del espacio que encierran y 6 de las su- 
perficies.. 

T eor. Los paraklograino$ que tienen bases y ' altu - 
ras iguales r 6 que tienen una misma base y altura y 6 
que tienen una misma base y estdn entre unas mismas 
paralelas , son equival'entes.- 

EspL. Sean ABCD, ABEF (fig. 88) dos parale- 
logramos que tienen la misma base AB , y estan com- 
prendidos entre las paralelas AB,, DE (por consi- 
guiente (286 esc. i.°j tienen igual altura)y digo que 
son iguales en superficie, 6 que ABCD:=ABEF. 

Deihi En efecto dichos paralelogramos nos dan 
( AD=B($V AF=BEy 

ademasy de ser ABr=EF y AB=CD, se saca CD=EF, 
y anadiendo CF, seraCD-f-CF=^EF-+*CF 6 DF=CEf 
luego los triangulo's DAF,. CBE son iguales (259). 
Ahora ,. si quitamos estos triangulos dei cuadrilatero 
ABED,, se tendra ABED— DAF=ABED'~CBEj 
6 ABEF=ABCD, que es L. Q, D. D. 

Cor.. Luego todo paratelogramo ABEF (fig. 89), 
equivale ' al rectdngulo ABCD que ■ tiem'da* misma base 
y alt ura, . . 

35 r Teor.. Todo tridngulo esda mitad de un pa- 
rale l ogramo- de la misma base y alturji t __. 

Dem. Sea- ABC (fig. 90-) el triangtrlo dadoy si por 
A se lira la AD paralela a BG, ypor. G ia CD. para- 
lela a BA,, se tendra un paraklbgramo'BADC^ ‘del 
cuai sera diagonal el lado AC y"l¥ego (3 r 3) el triau- 
gulo ABC=ACD, y la supenfide de cada uno equi- 
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valdra a la mita'd de ABCD , que es L. Q. D. D. 

Cor. I. 9 - Luego un tridngulo ABC es la mitad del 
rectangulo BCEF que tiene la mi sma base BC y la 
misma altura AO $ porque el rectangulo BCEF es 
igual en superfic-ie al paralelogramo ABCD. 

Cor. 2. 0 Todos los tridngulos que tienen bases y 
alturas iguales son equivalentes $ por ser mitades de 
paralelogramos iguales en superficie.- 

352; Teor. Las superficies de dos rectdngulos de 
una misma altura , son entre si coma sus bases . 

* Esph Sean ABCD, abed (fig. 91) 6 R, r , dos 
rectangulos de iguales alturas AD=ad$ digo que se- 
ran entre si coiiio sus bases AB , ab i 
6 que R:r::AB:abc 

Aqux puede ocurrir que las bases sean comensu- 
rables , 6 que no lo sean. 

Demi i.° Si las bases tienen la comun medida 
AO =aOj y representamos por m, «, las veces que 
esta contenida en cada una, se tendra AB=?77xAO, 
ab=nxao^=nx AO j y formando proporcion y simpli- 
ficando por AO, ser& AB:ab::mxAO:nxAO::m:n. 

Ahora, si por los puntos de division O, &c. , 0, Vfc . , 
se conciben perpendiculares OP , &c. , op , to’c. , los 
rectangulos R, r, quedaran divididos el primero en 
m rectangulos como AOPD iguales entre si por lo de- 
mostrado:(:35o)5 y el segundo en n rectangulos como 
aopd iguales entre si y con AOPD por la misma ra- 
zon j luego se tendra Rr=zmx AOPD , r = nxAOPDf 
y formando proporcion y simplificando por AOPD^ 
sera R:r::?77xAOPD:?ixAOPD::??j:nj 
esta proporcion y la anterior (184, 2. a ) dan 
R:r::AB:ab 9 que es L. i.° Q. D. D. 

2. 0 Si las bases son incomensurables, digo que 
no puede ser R;r> ni <AB :ab, 
y de consiguiente sera R:r::AB:ab. 

■' Sea R:r i> AB :abj en este caso menguando el con- 
secuente ab . crecera la segunda razon; y suponiendo 
que se convierte en ax , para que la seguilda razon 
resulte igual.a la primera, se tendra R;r:: AB:aix. ‘ 
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Hecho esto , eoncibase dividida la AB en dos par* 
tesiguales, y luego en otras dos &<c., hasta que resul- 
te una pane menor que bx y en cuyo caso colocada 
dqsde a hacia b> un punto de division caera entre.x 
y b , v. g. en t } y tirando la perpendicular ut y los ree- 
tangulos R y atud que tienen comensurables sus ba- 
ses AB , at seran como estas y daran R: atud: :AB: at $ 
y como esta proporcion y la anterior tienen los mis- 
mos antecedentes , los consecuentes. daran 
✓ r=abcd:atud::ax:at y 

proporcion absurda, por ser la primera rafcon de ma- 
yor desigualdad y la segunda de menor.} luego no 
se puede suponer R:r > AB:ab. 

Por un razonamiento analogo se demuestra que 
no puede ser menor} luego sera igual. L. 2. 0 Q. D. D. 

353 Teor. Dos rectangulos cualesquiera son entre 
si como los productos de sus bases /por sus alturas* 
EspL Sean ABCD, AEGF 6 R, r (fig. 92) estos 
dos rectangulos } digo que jR:r;:ABxAD:AExAF. 

Dem. Habiendo dispuesto los rectangulos de ma*. 
nera que los angulos en A qsten opuestos al vertice, 
prolonguense los lados GE , CD has.ta que se encuen- 
tren en H y y tendremos que los dos rectangulos R y 
R', que tienen la misiiia altura AD* serin como sus 
bases AB, AE : , y daran. ZLA'.-.-ABrAE} 
del mismo modo los rectangulos. R', r, que tienen la 
misma altura AE, daran A^rnADiAF. 

Multiplicando estas dos proporcio.nes y omitiendo 
(191) el termino R ', se tendra A;r::ABxAD:AExAF, 
que es L. Q. D. D. 

Esc . Luego se puede tomar por medida de un 
rectangulo el product 0 de su base por su altura , con 
tal- que se entienda por este producto el de dos mi- 
meros que espresen las unidades lineales contenidas 
en la base, y las contenidas en su altura. 

Asi} , eiijiendo por unidad de medida el cuadra- 
do a, (fig. 93) cujo -lado. sea lay unidad de longitud, 
esto .es., 1 pie, 1 vara, &e , y supunierido que este 
contenida dicha unidad de longiiud 5 veecs en la base 
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del rectarigtilo A \ y 3 en la altura, se tetidra 
A:a:: 5x3; ixi::i 5:if que da A=i $a=i 5; 
cl rectangulo A equivaldra a 5X3^=! 50=1 5, 
•porque cl cuadrado de 1 es igual 1 ; esto es , el rec- 
tangulo A vale 15 veces el cuadrado a, come mani- 
fiesta la figura. 

354 Teor. La'superficie de un paralelogramo 
cualquiera es igual al producto de su base por su 
altura. 

Dem. Porque el paraielogratno ABEF (fig. 89) es 
equivalente al rectangulo ABCDj que tiene la misma 
base AB , y la misma altura AD j pero este tiene por 
medida ABxADj luego ABxAD es igual a lasuper- 
ficie del paraielogratno ABEF ,' que es L. Q. D, D. 

Cor. De donde resulta que la superficie de un 
triangulo es igual al producto de su base por la mi- 
tad de su altura , 6 d la altura por la mitad de la 
base. Porque el triangulo ABC (fig. 90) es la mitad 
del paraielogratno ABCD ; v como la superficie do 
este es BCxAO , la del triangulo sera la mitad 6 
BCx£AO=pCxAO. 

Esc. -SUlamatnos P a un paraielogratno cualquie- 
ra (fig. 94),-^ a su altura , y B a su base , se tendra 
P=BxAy llamandop a otro paraielogratno, cuya ba- 
se sea b, ya' su, altura, .se tendra p'=bxaj y forman- 
do proportion, -sera P:p::BxA:bxaj que espresa que 
las superficies de dos paralelogramos cualescjuiera son 
porno los productos de sus bases por sus alturas , 6 es - 
tan en razon compile st a de sus bases y alturas. 

Si Ar=?a, sera P:p::BxA:hxA::B:bj 
que quiere decir, .que jo* paralelogramos que t.iencn 
una -misma ah ura , son como sus bases. 

Si se supone £=/?, sera P:p::BxA:Bxa::A:a-, 
que quiere’ deck , que los paralelogramos de iguales 
bases son como sus alturas. 

S; P=p, -serati tainbien' iguales sus espresiones, 
-6 sersl BxA&&bxa , de doiide (§ 180) B:b:ia:Aj 
es decir, que cuando los paralelogramos son iguales , 
las bases esf&n en razon inversa de las alturas , 
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Si multiplicamos estremos y medios en Iapropofr 
cion primitiva, sera Pxbxa—pxBxA f , 
de donde B:b::Pxa:pxA, i;> 

que qui^e decir, que a desigualdad de todo y lasba« 
ses estdn en razon compue'sta , direpta de los par alelor 
gramos , e inversa de las alturas j y sacando de ia 
misma ecuacion la razon de las .allturas , se tendra 
A:a::Pxb:Bxpj v ..a 

que quiere decir, que d desigualdacl de iodo,las al- 
tar as estdn en razon compuesta , diteQta .de los para - 
lelogramos , e inversa de las .bases, r . .l / *- . , 

355 Si en la proporcion primittyase.supone 
A:a::B:b ? en la razon compuesta, 
se podra sustituir en vez de A:a su igtial B:b o a! 
contrarip : , y se tendra . 

PipiiAxAiaxaiiBxBfibxbiiA^iahiB^ib^ 
que quiere decir, que cuando las alturas. son propor* 
cionales con las bases, las„ superficies son como jos.cua* 
ckados de ellasj pero el ser las bases proporeionales 
eon las alturas es prppiedad de los paralelpgrarno.s. ser 
mejantes j 1 uego dos paralelogramos - se.mej antes son 
entre si como los cuadrados de sus bases de sus .al- 
turas y. en general de .sus lineas liomologas $ como se 
demuestra tambien geom^tricamente. -tur . . :• 

En efecto, sean P , p.(fig. 1.9.4) dpfcpa.ralelogramoSj 
que por io .dicho antes daran P:p::BQxAE:bcxae$ 
y por ser semejantes , sera AB:ab:\BC:bc 
y el angulo B=i?$ y como los en E y. e son rectos, 
los triangulps ABE, abe, son semejantQ§( 3 31 cor. 2, 0 ), 
y daran AB:ab::AE:ae. V f . .. . 

Luego sustituyendo en la razon coinppgsta-.de arriba, 
en vez de la AE:ae, su igual B G:bc 6 AB:ab, se tendra 
P:p: :BCxBC: bcxbc : : BC?: be : AB 2 : ab 2 : : AE 2 :#e 2 . 

Esc . Y corno las.mitades son entre; sx como los 
todos, se deduce que los tridngulos son como los pro- 
ductos de sus bases por sits alturas j que d. igualdad 
de bases , son como sus. alturas <b*c. Sobre .cuyas pro- 
piedades y raodo de deducirlas , acons.ejamos a los 
principiantes que se ejercitentodo lo que juzguen ne- 
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cesario, hasta que se lleguen a apropiar 6 familiari- 
zar coa este procedimiento; paes .son innumerables las 
continuas aplicaciones que liene^ 

356 Teor.. La superficie de m trapecio ABCD 
(fig. .95) es igual d su .altura EF multip.lic.ada por la 
semisuma de las . bases paralelas AB , CD. 

Dem. .Si.por el punto G , medio .de CB, se lira 
KL paralela al lado .opuesto AD , y se prolonga DC 
hasta que encuentre a esta en K, los triangulo.s GBLi 
GCKseran iguales (261)^ pues los .angulos en G son 
igualea,- io.s.:B, C, tambien, y CGzdGB por .cons.tr uc- 
cion j luego anadiendo a ambos ALGCD 3 jresultara el 
trapecio ABCD equivalente.al paralelogramo ADKL, 
y tendra por medida la de este que es EFxAL. 



^ . -r r, TT ^AL 

Pero AL=DK= 

2 



AL+DK 

' z' 2 . 




AB — BL-kDC+CK _ ■ AB+CD 

2 “ ' ' < 2 



(porque:—BL.y -f-CK .se destr.uyen por la igualdad de 
los triangulos)j ; iuego sustituyendo este valor de AL 
en la espresion EFxAL, resultara la .superficie del 

AB-+-CD 

trapecio ABCD-EFx — -Z i 

que era L. Q.;D. D. 

Esc. .Si por el punto G medio de BC, se tira GH 
paralela ;a,la : baseAB, el punto H sera tambien el me- 
dio de AD^ porque AHGL es un paralelogramo, por 
ser paralelos. los lados opuestos; luego 






GH=AL=- 



AB-hCD 

.2 




y sustituyendo estenuevo valorseraABCDzzEFxHG, 
esto es, ia superficie de un trapecio es igual d su al- 
tura multiplicada por una paralela .< equidistante de 
las bases paralelas. 

3 57 Teor., La superficie de un poligono regular es 
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igualal perimetro' multiplicado por la mitad de su 

radio recto. ... 

Espl. Sea GHPK &e. (fig. 96) un poligono regu- 
lar de « lados, que representaremos por. P 7 , sea.P el 
perimetro GHP &c. y R su radio recto OT$ d[i go que 
se tendra P'—PxfR. 

Dem. Por ser' regular el poligono;,rodo$' los n 
triaugulos GOH, GOM, &c; son (317 corl 2. 0 ) igua- 
les j luego sera GHPR &c. zrwxG 0 HnrrtxHG?<-|OTj 
pero nxHG compone el perimetro' P del p.oUgano$ lue- 
go sustituyendo seraP'zzPxfR, que D. D. 

Cor. r. p Luego si llatnamos p^dtro ps'Mgdno re- 
gular, p al periinhro, y r a su radio rectd,' se tendria; 
pzzpx^ry yformando proportion sera joq : • 



, PxR pxr . /■ 
P':ph : < -4 — <irPxR:pxr 




Cor . 2. 0 Si los poligonos fuesep de pn mismo nu- 
mer.o de lados serian*semejantes se tendria 

(§ 34 i esc.) P:p::R:r::L:l } 

representando por L, /, dos lineas homologa$j luego 
sustituyendo en la razon com piles ta ant^ridrPxR :pxr 
en.vez de una de las componeutes sU igual sacada de 
aqui , se tendra 

P':p':: PxPtpxp: : RxRirXr: :P*:p 2 : i'L 2 :l 2 y 

que quiere decir, que Ids superficies de los poligonos 
regulares seme] antes 6 de un mismo Mnvdero de lados , 
guar dan la misma razon que los cuadr adds' de los pe- 
rhnetros , de los radios rectos , y en general son como 
los ciiadrados de sus iineas homologas. 

Esc. i.° Aunque los poligonos-no sean regulares, 
se verifica esta proposition, con tal que sean semejan- 
tes j porque en este caso los podretno’s di^idir (340) 
en cierto numero de triangulos A , B, C, to*c. a> /?, c, 
semejantes , y sera 

P'z=:A-hB-t-C+lfc. y p'-h^b-hc-hUc. 
y como los triangulos tendran la razon de los cuadra- 
dos de los lados homologos, se sigue que si espre- 
sainos por L, l a estos lados, nos resultara 
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A :a: iBib : : C: c :: to’c : : L 2 : L % 
de-do’nde (-185, i. a )sale 

A-hB-hC-httfc . : a-hb-hc-h&c. : : L 2 :l 2 , 

6 lo que es lo niismo P'ip'.-.-L 2 :/ 2 . 

Esc. 2. 0 Cuandoel poiigonp no es Regular se di* 
vide- en triangulos por medio de diagonafes, .&c.$ se 
halla lasuperficie.de pada uno, y se tended; la de la 
figufa. v . ' 

3^8 Teor. Si en un circulo se drcunscriben c insr 
< criberi poligonos : regul : ares’ de un inismo , nicmero de 
iados , d^spues de un duplo mimer-6 de l ados , y asi 
sucesivamente , la diferencia entfe) el- circunscrito y 
el inscrito se po dr d hacer menor que cualquier canti- 
■dan dada. 

Si espresatnos por P A la siiperficie del po- 
ligono circunscrito, por p' la del inscrito , y por E,'r 
•sus radios rectos, se tend r 4 (3-5 y cor. 2. 0 j P'^p'r.R 2 :^ 
•que dividiendo da P' -^p^: P 7 : vR^tHRh^ •-* 

de donde sale 

r " R 2 

Pero el radio'recfo del poligono circunscrito ,que 
es el mismo que el del iitcuio, se t compone del radio 
recto del poligono inscrito y de la sajita., a que 11a- 
maremos 1 uego-ij^'rr (t^^crr 2 «d^^4-5 2 ^ 

cuyo valor sustituido en el‘nuin£rador de la espresioq 
interior , y reduciendo, la convertira en. p o;;p 

^ , ‘Wa rsjhi 2 )' F(2^) . ‘ 

P'-rp'-z ^-r.. . .,.L — no;, 

r fig. # 2 * 

y -cbino en esta tespresion-entra por factor la sajita 3$ 
que (344) puede llegar a ser menor quev.cualquier 
cantidad dada , • fesulta (229 cor. • 3. 0 ) que tambieo 
podra llegar a ser meirdr que cualqiiier. cantidad da- 
da 1 , la diferencia : entre las superficies de di’chos poli- 
gonos L. Q. D. D. 

Cor. Luegocojz mas razon se podra hacer que la 
diferencia entre la superficie de uno de esios poligono s 
y la del circulo , sea mtinor que cuul quiet, cantidad dor 
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da. Porque el circulo es menor que el pdligotio cir- 
cunscrito del que es parte, y mayor que el .insert 
to, respecto del cual es todo. 

3 $ 9 T eor. La superficie de un circulo- ps^ igual al 
product o de la cirpunferencia por la mitad del radio . 

Espi Sea 0 .un circulo cualquiera, C su .circun- 
ferencia , y R el radio j digo que 0 =C XjR. . \ 

Dein . Si espresamos por P / la superficie de un 
poligono regular circunscrito al circulo ,• pox, P su 
perfcuetro., y. por R su radio recto, que es el misrno 
.del circulo., te.ndremos (§• 3 $7) . P'ssPxfU per.o P' 
se puede acercar (358 cor.) a 0 tanto. como sequiera, 
y Pxf.fi. se Ipuede acercar al.mismo tiempo a Cxffi 
tanto como se des.ee, por poderlo hacer {§.34^ cant) 
Bd’C y : s‘er : f fi comunp .luego tenemos aquiudos 
•cantidades variables P' y Pxf.fi,.. que al pasa-.q.iie 
pieng.uan ; se pueden acercar a las dos constantes. 0 y 
Cxffi. todo Jo que se quie'ra, conservando: sieinpre 
la razon de igualdad; luego las. constantes tendran 
'(231 cor.), esta misma razon y sera 0 —Cx$R , que 
es L. Q. JD. D. 

: Cor. i:.?r . ©ividiendo por -2 , por 4, por n, la 
ecuacion anterior , se tendra 

0 C t7> O C Tn 0 C ^ 

a . 2 4 4 . « n 

que quiere decir , que el semicirculo , eJ cuadrante, 
y en general e/ sector del circulo y: .es igual a su arco 
correspondiente multiplicado porJd.mitad del radio , 
Cor. 2. 0 Si en vez de C.sustituiino.s su valor (347) 
.se rtendra 0=3^141 5 9X©xf ^==3,141 $9X2.£xffi:= 
3,141 5 gxR 2 ~^tR 2 ^ cnys. formula importa retener, 
por ser el fundamento para la resolution de todas las 
ctiestiones relativas al circulo. 

Esc , Si representamos por. o .otro circulo, por c, 
r, su circunferencia y radio, pon d .su diaraetro ,..y 
en general por /. una linea homologa a L del otro, 
como cuerdas de arcos de unmismo ntknero de gra- 
dos &c. se tendra ozzcxjr ; y formando proporcion 
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y sustituyendo{i 89) ea la razoa compuesta CxRicxr, 
envezdelara'zon Qc ., su igual R.-r;, oD:d, oL:l, l$c: 9 
6 al pontrario , se. tendra 0 :o^CxClcKcr:RxR:rxy;: 
DxD:dxd::C^:c 2 ;:R^:: D 2 :d?;:U;l^ 
qae manifiesta- qae fes ^superficies vJ q$. circulos 
tan en razon duplicada de sus circunferencias , ra- 
dios ydidmetros^ry en general de das Itneas Jiomol'ogas. 

De la reduc cion de las superficies: 

-_36a:^Guajido:daxla:una superfick s^ncucatra otrg. 
que le sea igual, se dice que jse reduce h primera £ 
la^egunda. ’ : . , . 

. Ahora^ como^vamos a manifestar que toda super- 
fieie. i se puede .rediicir.a .cuadrado. yse^uele jdecir qu§ 
medir r <una superftcie y. cuadrar una superficies ies- un# 
misma cosa. E11 efecto, \cuando se-Lriide una super dr 
cie 9 no - (se. diace .otra jdbsar q ue .enadiui&r ila -relation 
que tiehe.aquella'conr-.ekcuadrado^uej.sirve de uni T 
dad de .medida ; y luegoj .huscandod lilii q u $ 

tuv:ies£ ,con el propuesto esta relacion, tendrlamos 
uu: cuadrado euyassuperficie seriaj igual con la pro- 
puesta. f ,r. 

*> 36.1 . . Asi , si nos pr.opusieramo$ bMlar un cuadra - 
do equivalente d yn par alelogramo. dado/ABCD (fig* 
97)j buscanamos unu media proporcional (334) entre 
la .base BC y la altura^AE .que llamajodola ,X ; sera 
ei lado del cuadrado que se pide. Porque la construc- 
tion da donde X 2 ==BGxAE 4 

y cotnoiX^es el cuadrado formado sobreX y BCxAE 
es la superficie del^pa.ralelogramo (3.54)^ resulta que 
s°n ig,uales .en superficier n. r .sb i . 

Cor . • jCuego para cuadrar un tridygulo se hallard 
una media proporcional entre. la base y. la unit ad, de la 
flkura. • . ‘ ... 

362 Como un poligona regular es igual al peri- 
ffletro por la mitad- .del radio recto , para puadrarle 
se hall fir d una media proporcional entre \ek pertmet.ro y 
w mitad del radio rectod 
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363 Del tnistno mo&o y para reducir' un c ircuh 
d cuadrado ,6 buscar un cuadrado equivalents d un 
Citcuio y se f kallard una media proportional enire- h 
cireunfersncia y la initad del' r adio < ; : 

2te los pianos, de su posicionjy .de los> dngulos solidosi 

•'<•364 Hasta aqui solo hemos considerado la&dine&s 
tiradas sobre un mismo piano; ahora varaos a manb 
festar las posiciones que pueden tener respecto de los 
pianos dofrde -no- se~fialian , .yr;laposicion de los jjjife- 
^entes’planos -entFe $ 4 * / • ( • . , • *02 

Se dice que una recta es perpendicular, a unplai. 
no, 6 qU£ un- pte-no tsperptadicular a una recta, 
feuando dieha recta' es perpendicular a todas sksilii 
neas que en die bo "piano pasan por el punto .en que 
esta pfei*pendicu : k ! r encuentra,al. .piano., cnyo punto 
se llaina^ei : la perpendicular. Este.pie de la 

perpendicular-sedlama tainbienJa proyccciorndzl puty 
to del espacio sobre dicho . piano; v 
w- Una' rectaues' paralela a un piano, 6. un- piano es 
paralelo a una- rectal, cuandaTta.‘S.e;puedenien.contEap 
aunque se prolonguen todo lo que desee; y dos plat 
rids son pardelos ^ cuando np .se pueden tedfconi&fr a 
cualquier- -di6taricia. que se prolongueix, v , ; ap on 
: to entendido; lo : primero que sedebesabpr 

es, que, asi dotnd por un punto pueden pa^arl infinitai 
lineal *(<£44^ 9 ;modo por una reCM pueden 
pasar ih ftnit 6 s ): pianos. Enjefecto , si cone ebi lbo.s que 
el librd- (fighti-se ab-re , la tapa ABDC jirara ad; re* 
dedor Ide -la repta CD.,:y .taut a s c; p osicio ties r.coino se 
den a dicha tapa, manifestaran la situaciodidp onros 
taiitos ' pianos, qiie pasen por la r.ecta ,GD ; y.cbmo 
estas posiciones pueden aer infinitas, se s.igueLque-SGH 
infinitos los pianos que pueden pasar por unavrecta. 
Ahorai, si adeinas de la*- recta CB, ;6 ndeolbs pCrqtos 
C , D,; se senaiase otro punto ’-A y-ya m[fa&fiknwP s 
que un pla r i}o:que pasase por diehos tres punt as , 0 
una recta y un punto dado fuer& de ella. hvAtx »• 
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De dbnde se deduce i.° que por dbs juntos pue- 
den pasar infinites, pianos. 

: 2. 0 Que tres puntos no situados en linea recta, 6 
un tridngulo ABC (fig. 98) , determinan la posicion 
de un piano. 

3<° Dos rectas AB * AC que se.cortan, estdn en 
un mismo piano $ por que concibiendo un piano que 
pase por la AB., y.que va jirando iiasta que pase por 
C, quedara determinada la posicion del piano , que 
pasa por los tres puntos: A, B, C, 6 por las dos 
rectas dadas. 

4<° Dos par.alelas AB , CD (fig. 99) determinan 
la posicion de un piano , porque si se tiran las secan- 
tes EF, HG que se cor ten, el piano que pase por 
estas, sera el piano en que se hallen dichas paraldas, 
plies cada una tiene dos puntos H, E y F, G en ei 
piano que pasa por las dos secantes. 

366 Teor. La inter seccion 'comm de dos pianos 
que se cortan es una linea recta. 

Dem. Porque si en los puntos comunes a los_dos 
pianos se encontrasen tres que no estuyiesen en linea 
recta , los dos pianos de que se trata , que pasancada 
uno por estos tres. puntos, no formarian sino un solo 
y mismo piano, lo que es contra el supuesto. 

367 Teor. Si una recta AM (fig. 100) cs perpen- 
dicular a otras dos KB, FC, que se cmzan en su pie 
en el piano MN y sera perpendicular al piano , MJSI . 

Dem. Porque como las dos rectas PB , PC deter- 
minan la posicion. del piano MN, lo que suceda a las 
rectas debe suceder al piano 5 pero la recta AP es 
perpendicular a las dos PB , PC , iuego es perpen- 
dicular al piano. L. Q. D. D. 

Cor. i.° La. perpendicular AP es mas ccrta que 
una oblicua cualquiera AQ y porque es cateto , y la 
oblicua hipotenusa, de un triangulo rectangulo. 

/Cor. 2. 0 Bor un punt 0 B dado sob re un piano y no 
se puede levaniar. sino una perpendicular d este. piano , 

Cor. 3, 0 Tambien es imposibkibajar desde.un pun- 
to juera de un piano dos perpendicular es .destp piano. 
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- Car. 4. 0 Luego la verdadera distancia de un pun- 
to d un piano , se debe me dir por :la perpendicular tt* 
rada al piano desde dicho punto ; por ser la linica.que 
$e puede tirar de su-especie. . 

568 Teor. Las oblicuas AB , AC, AD (fig. 101) 
que'distan igualmente de la perpendicular son iguales ; 
y de dos oblicuas AE, AD, que distaii desigualmente 
de la perpendicular , la que mas se aleja es la mas 
largd* 

Dem . Porque siendo rectos los angulos' APB, 
APC, APD, si se suponen las distancias PB , PC, 
PD iguales entre si, los triangulos APB, APC, APD 
tendran dos lados iguales e igual el angulo com- 
prendido, luego ser an iguales;. luego las hipotenu- 
sas 6 las oblicuas AB y AC,. AD seran iguales entre 
si. Ahora , si .la distancia PE es mayor que PD 6 su 
igual PB y tendremos- que siendo recto el angulo 
APB , el ABE sera obtuso (266); luego sera mayor 
que el AEB,. y por lo mismo AE >■ AB=AD , que 
es L. Q. D. D, 

369 Teor. Sea AP (fig. 102) und perpendicular 
al piano MN, y BC una linea situada en este piano ; 
si desde el pie de la perpendicular se tira la PD per- 
pendicular d BC, y se tira la DA, digo que DA sed 
perpendicular d BC, en el piano que' pasa por las dos 
tineas' AD,. CB. 

Dem . Porque si se toma DB=DC , y se tirari las 
PB, PC, AB, AC, sera (273) la oblicua PB=PCj 
luego las AB,. AC tambien lo seran (368);. luego la 
AD tiene dos- de sus puntos A y D equidistantes de 
los estremos B y C de la BC; luego (274)10 es per- 
pendicular L. Q. D. D. 

Esc. Se ve al mismo tiempo y que la BC es per- 
pendicular al piano APD, pues es perpendicular a 
las dos rectas AD, PD, que se hallan en el. 

370 Teor. Si una tinea AP (fig. 10 3) es perpen- 
dicular d un piano- MN , toda linea DE paralelu a 
AP .sera perpendicular al mismo piano. 

• Deni. Porque concibiendo un. piano que pa<e por 
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las paralelas AP , DE , su interseccion con el MN 
sera PD; y tirando en el piano MN la BC perpendi- 
cular a PD, y uniendo el punto A eon elD, ten- 
dreinos que BC sera perpendicular (369 esc.) al pia- 
no APDE ;• luego el angulo BDE sera recto ; pero 
el EDP es tambien recta, pues AP es perpendicular 
a PD , y DE paralela a APf luego la linea DE es 
perpendicular a las dos rectas DP , DB ; luego cs 
perpendicular a su piano MN, que es L. Q. D. D. 

• Cor. Reciprocamente , si las rectas AP , DE , son 
perpendiculares al mis mo piano MN, scran paralelas . 

371 Teor. Si una linea AB (fig. 104) es paralela 
d una recta CD, tirada en el piano MN y sera para- 
lela d este piano. 

Dem. Porque concibiendo un piano por las dos 
paralelas' AB, CD, si la recta AB encontrase al pia- 
no MN deberia hacerlo en un punto de la CD , lo 
que es imposible; luego la AB no puede encontrar 
al piano MN, y le sera paralela. L. Q. D. D. 

372 Teor. Dos pianos MN, PQ (fig. 105 ) perpen- 
diculars d una mismar recta AB , son paralelos en- 
tre sL • 

Dem. Porque si se encontrasen , tirando de un 
punto cualquiera O de la interseccion dos rectas AO, 
OB una en cada piano, la recta AB seria perpendi- 
cular a las dos lineas, OA, OB (§ 364), y en el trian- 
gulo AQB habria dos angulos rectos , lo que, (266 
cor. i,°) es imposible;, luego los -pianos son parale- 
los. L Q. Dv D. 

373 Teor. Las infer secciones EF, GH (fig. 106) 
de dos pianos paralelos MN', PQ, con un tercer pia- 
no FG ,. son line as paralelas. 

Dem. Porque si las lineas EF , GH , situadas en 
un irfismo piano , que aqui es el EFGH, no s’on' pa-'- 
^alelas , prolongadas se encontraran; luego los pia- 
nos MN, PQ, en que se haflan , tambien se encon- 
tra;ran , y por lo mismo no serian paralelos, que es 
contra el supuesto. Luego &c. 

374 Teor. La linea AB (fig. 105) perpendicular 
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al piano MN$ e$ perpendicular al piano PQ paralela 
alMN, 

- Bern. Porque si tiramos a arbitrio la llnea BC en 
cl piano. PQ., y*. por ella y por la AB concebimos un 
piano , es.te; cortara al MN en una linea AD., que 
sera paralela (373) a la BC; por ser AB perpendi- 
cular al piano MN lo es tambien (364) a la linea AD; 
luego tambien lo sera (280) a su paralela BC; lue- 
go es perpendicular al piano PQ , que es L. Q. D. D. 

• 375 Teor. Las partes EG, FH (fig. 106) de pa - 
ralelas comprendidas por dos pianos paralelos MN , 
PQ , son iguales . 

Bern. Porque coneibiendo un piano EGHF que 
pase por las paraielas EG, FH, encontrara a los pia- 
nos paralelos en las lfneas EF y GH ; estas intersec- 
tions son tambien paraielas (373), asi como por el 
supuesto lo son las EG, FH; luego la figura EGHF es 
un paralelogramo,. y por lo mismo (§ 3i3)EGr=EH, 
que era L. Q. D. D. 

Cor. Luego dos pianos paralelos tienen todos sus 
pantos equidistantes los unos de los otros ; porque si 
EG y FH son perpendiculares a los dos pianos MN, 
PQ , seran paraielas e iguales entre si. 

37 6 Teor. Si dos dngulos. CAE, BBF (fig. 107) 
no situados en el mismo piano , tienen sus lados para- 
lelos y,dirijidos en un mismo sent ido , seran iguales, 
y los pianos donde se kalian seran paralelos . 

Bern. Tomese AB=BD , AE=BF , y tirense las 
CE, DF, AB, CD, EF. Pues que AC es igual y 
paralela a BD , la figura ABDC es un paralelogra- 
mo (311); luego CD es igual y paralela con AB. 
Por una razon semejante EF sera igual y paralela 
con AB ; luego tambien CD es igual y paralela a EF; 
luego la figura CEFD es un paralelogramo., y el la- 
do CE igual y paralelo a DF ; luego los triangulos 
CAE , DBF , tienen sus tres lados iguales entre si; 
luego son iguales (2 59) y daran CAE=DBF , que 
es L. i.° Q. D. D. 

En segundo lugar digo que el piano ACE es pa- 
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ralelo al piano EDF 5 porque si el piano paralelo a 
BDF tirado por el punto A , encontrase a las lineas 
CD* EF en otr'os puntos. que en C y E, V; g. en G 
y H* entone^s las tres lineas AB , GD , FH serian 
iguales (375) j pero las tres AB , EF , DC lo eran ya£ 
luego se tendra CD±:GD y FHzrEF , lo que es ab- 
‘Stirdo , pues las unas son partes , y las otras todos; 
luego el piano ACE es paralelo al BDF , que era 
L. 2 0 Q./D. D. 

Cor. Si dos pianos paralelos MN , PQ , son cor - 
tados -per oiros dos pianos CABD , EABF , los dngu- 
ios CAE , DBF, for mad os por las inter secciones de los 
pianos paralelos , serdn iguales $ porque- la intersect 
cion AC es paralela a BD, y AE lo es a BF$ luego 
■el angulo CAE^iDBF. 

377 Teor. El angulo formado por dos pianos 
MAN , MAP (fig* 168), sepuede medir^y se mide 
en efecto , por el angulo NAP que f orman entre si 
dos ■ per pendicul ares AN., AP , tiradas en cada um 
de ellos d un mi smo punto A de la interseccion comun 
AM - . - 

Dem. Porqtie si se supone que el un piano esta 
sobre el otro, comb dos hojaS de un libro, y se tiran 
las perpendiculares AN, AP, estas tambien estaran 
contundidas. Ahora , coiicibiendo que el piano PAB 
se-einpieza a separar del : NAC, la perpendicular AP 
estara tan inclinada respecto de AN , eotno el piano 
APB que contiene a la primera, lo esta respecto del 
ANC en que se halla la segunda. Luego el angulo 
rectilineo NAP mide la inclinacion de los pianos 
PAB , NAC , que es L. Q. D. D. 

Esc . i.? Esta inclinacion PAMC se suele llamar 
dngulo diedro j y cuando el angulo que la mide es 
•recto , se dice que el un piano es perpendicular al otro. 

Esc . 2. 0 Cuando dos pianos se atraviesan mutua- 
meu'te , los angulos opuestos al vertice son iguales, 
y los angulos adyacentes valen juntos dos rectos^ 
lUego si un piano es perpendicular d otro , este es per- 
pendicular al primero , 

*P 
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Igualmente , en el concurso de los pianos para- 
lelos. con un tercer piano , se verifican las mismas 
igualdades de angulos,. y los mismas propiedades 
: que en el concurso de dos lineas paralelas con 
otra. tejrcera. 

,378 /^eor. Si una line a AP (fig. 100) , es perpen- 
dicular d un piano MN , todo piano APB que pass 
por la AP 1 •, serd perpendicular al MN, 

Dem. Porque si concebimos la PC perpendicular 
i. la intersection PB , la AP que tambien lo es (364), 
iios dai-a ti:. angulo APC recto j y como este mide 
(377) la inclination de los pianos APC, MN, resulta 
.que el piano. APB es perpendicular al MN, que es 
L. Q. D/D. 

Cor. De aqui se deduce qu z la cornun interseccion 
de dos pianos APB , APQ 0 perpendiculares d un ter - 
cero MAfj e.s perpendicularial mismo piano MN. Por- 
que podemos considerar que el piano. APQ es, uno 
cle los, mudios que piieden pasar por la recta AP, y 
que todos son perpendiculares al.MN luegq ia in- 
terseccion de ellos , que es la AP tambien es perpen- 
dicular- al piano MN,... ■ 

379; Se llama dngulo soli do 2d espacio .angular 
com.prendido entre muchos. pianos que se reunen en 
un misiiiQ .punto 4 asi , el angulo solido S (figw 109), 
csta fonnado, por la reunion de los angulos pianos 
ASB, BSC, CSD, DSA. 

38o - 'Teor., Si dos angulos : solidos se componen.de 
tres angulos pianos iguales cada uno al suyo , los pia- 
nos en que se hall an los dngulo s iguales estardn igual- 
mente inclinados. 

Espl> Sea ei angulo ASCirDGF (fig. no), el 
ASB--=DGE y y el BSC=EQF j digo que los dos pia- 
nos ASCj. ASB, tendran entre si una inclination 
igual a la de los pianos DGF, DGE. 

Constr. Habieudo tornado SB a arbitrio t.lrese BO 
perpendicular ai'piano ASCj desde el pun.to O donde 
es.ta perpendicular , encuentra al piano, tirense las 
OA, OC perpendiculares a $A, SC, y tlrense. las 
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AByB& Tomese despues GE=SB ; tirese la EP 
perpendicular aL piano DGF y desde el punto P ti- 
reuse las PD, PF perpeudiculares a GD > GF ; y por 
ultimo tirense lasDE, EF* : 

z Bern. El triiugulo SAB es (369) rectangulo ea 
A, y el GDE en D; y pues que el angulo ASBmDGE, 
se tiene tambienSBA==GED<Por otra parte SBuzGE^ 
luego ebtriangulo SAB es igual al GDE.; luego 
SA=GD ; :y AB:=DE; del mismo inodo se <lemos- 
trara que SC=GF y BC=EF. .. 

Esto supuesto j .el -euadrilatero.SAOC es igual al 
GDPF.; p»yque pohiendo ehangulo ASC sobre. syi 
igual DGF, a causa de SA=GD.y SC==GF,. el 
punto .A:caera en D , y eLC en F. Al mismo tiempo 
la AO perpendicular, a S*A caera sobre la DP per- 
pendicular 1 GD , e igudlmerite OC sobre PF '; lue- 
go el punto O caera sobre P; y se tendra AOzdDP. 
Pero los trMngulos AOB ;- DPE , son rectangulos 
en O y en P , da hipotenusa AB“DE , y el lado 
A 0 =DP ; luego' estos triangulos son iguales (273 
eor< 2.°}, y por 1 q mismo el angulo OABziPDE. Pero 
el angulo OAB-bs la. inclination de los; dos pianos 
§ AC , S AB , y el PDE es la inclination de los dos 
pianos DGF , DGE ; luego estas dos inclinaciones 
son iguales^:L. Qx D. D. 

- Cor. De donde xesulta que dos dngulos solidos 
formados coino dos, anteriores se pueden superponer 
de modo que s.e confuridan, *r ; - i; 

• - PARTE TERCERA. 

Be los prismas^ y medicion de sus superficies y vo - 
lumenes. r 

■ 38 r Pasamos ya a considerar la estension -con 
sus tres dimensiones de longitud, latitud y prOftmu 
dida:d o.grueso. Cuando la estension se halla termi- 
nada por pianos , se llama en general solido , 6 mas 
bien cuerpo poliedro. •; 
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Cuando el cuerpo consta de cuatro caras , se Ha* 
ma en particular tetraedro j cuando de seis r exaedro; 
cuando de ocho , octaedro j cuando de doce , dode - 
caedro j y cuando de veinte , icosaedro , &c. 

La intersection comun de dos caras adyacentes 
de un poliedro , se llama lado 6 arista del poliedro. 

.Cuando el poliedro tiene dos caras opuestas igua- 
les y paralelas y . las demas 'caras son paralelogra- 
mos j se llama prisma f los dos pianos paralelos e 
iguales , se llaman bases del prisma j y los parale- 
iograraos , cam del prisma j de donde resulta (375) 
que todas las aristas de un prisma son iguales .. . 

382 Para cohcebir formado un cuerpo de esta 
especie , supongamos que ABODE (fig. .1 1 1) sea un 
poligono cualquiera , y que en un piano paralelo 
al ABC &c. se tiren las lineas FG, GH, HL, &c. 
iguales y paralelas a los lados AB , BC , CD , &c. 
con esto se formar a un poligono FGHLK igual al 
ABCDE j y si despues se unen los vertices de los an- 
gulos homologos por 'medio de las recta s AF, BG, 
Cft, &c. las caras. ABGF , BCHG,&c. seran para- 
lelog'ramos y y el cuerpo ABCDEKFGHL formado 
de este modo sera uh prisma, cuyas bases son ABCDE^ 
FGHLK. 

Se llama altura del prisma la perpendicular tirada 
desde una de las basest la opuesta 6 a su prolonga- 
cion y cuando las aristas del prisma son perpendicu- 
lares a la base , el prisma se llama recto , como el 
ABCDHFEG (fig. 1x2); y cuando esto no sc veri- 
fica , es oblicuo , como el ABCDEKFGHL (fig. 1 1 1). 

383 ,E 1 prisma se llama triangular , cuadrangular 
pentagonal exagonal , to*c. seg un sea la base triangu- 
lo , cuadrilatero , pentagono , exagono , &c. 

Como hay diferentes especies de cuadrilateros 
resjtilta que el prisma cuadrangular recib.e diferentes 
optfibres j asi , cuando la base es un paralelogramo, 
se llama parulelepipedo $ cuando es romboide, prisma 
romboidai j cuando rombo , prisma rombal y cuando 
la base es uu rectangulo, prisma rectangular y JT 
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cuando la base es un cuadrado y la altura es el mismo 
lado del cuadrado , se le Jlama cubo. 

384 Teor. Dos poliedros no pueden tener los mis - 
mos vertices , y en ei mismo numero y sin coincidir el 
v no con el otro. 

Dem. Porque si suponemos construido uno de 
ellos , y se quiere construir otro que tenga los mis- 
mos vertices y en el mismo numero , cada piano de 
los que formen el segundo tendra con su correspon- 
diente en el primero, tantos puntos comunes como 
angulos haya en la cara del poliedro ; y como en 
cada cara ha de haber lo menos tres angulos , re- 
sulta que todas las caras cokicidiran , y por consi- 
guiente los poliedros quedaran confundido en unq 
solo. L. Q. - D. D. 

385 Teor. Dos prismas son iguales , cuando tienen 
un angulo solido igual comprendido por tres planos y 
iguales cada uno al suyo y seme j ant emente colocados . 

Espl. Sean ABCL, abcl (fig. hi) dos prismas que 
tengan el angulo solido B=al b y y ademas los pianos 
que le forman respectivamente ABCDE —abcde, 
ABGF z=zabgf, y BCHG =bchg' y digo que estos pris- 
mas son iguales. 

Dem . Concibiendo el angulo solido B superpues- 
to al b , se confundiran (380 cor.) por ser iguales y y 
por ser iguales los pianos que los forman , se con- 
fundiran exactamente ABCDE con abcde, ABGF con 
obgf , y BCHG con bchg $ luego el lado GF caera 
sobre su igual gf, GH sobre gh , y toda la base 
superior FGHLK sobre su igual fghlk y luego los 
dos prismas ABCL, abcl , tienen los mismos ver- 
tices j luego (384) se confundiran $ luego son igua- 
les. L. Q. D. d: 

386 Teor. En todo paralelepipedo los pianos opues - 
to s son iguales y paralelos y y reciprocamente si un 
poliedro esta terminado por seis pianos paralelos de 
dos en dos , es un paralelepipedo. 

Dem . Por ser paralelepipedo, las bases ABCD ? 
EFGH (fig. 1 1 3) son paralelogramos iguales y pa- 
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ralelos. Pero AD es igual y paralela a BG' ? y AE 5 
Igual y paralela a BF^ luego. (376) el angulo ’DAE=^ 
CBF, y ei piano DAE paraielo a CBF j luego (313) 
el paralelogramo DAEH— al CBFG; y como de-> 
mostrariamos Io tnismo de los paralelogramos ABF.E, 
DCGH , resulta L. i.° Q. D/D. : . 

. Ahora , si suponemos /qae- los seis.planos sean pa«* 
ralelos , esto es ? que AF paraielo a E)G, AH. a BG ? 
yAC a EG, se tendra que las comunes intersection 
nes de los pianos AF, DG con el AC, seran dos li? 
neas AB, DC paraielas (373), Las AD , BC, cqrnu- 
nes secciones de los pianos paralelos AH , BG con 
el AC , seran paraielas j luego la figura AC es un 
paralelogramo, ; 

Del uiistno modo demostrariamos que todas las 
demas caras lo son j pero elAF da (§ 31 3) AB- igual 
y paralela a la EF; el BG da BC igual.y paralela a 
FG$ de donde se deduce (376) que.ei angulo EFG=: 
ABC y. ei paralelogramo ABCDzzEFGH^ luego*. di- 
eh.Q cuerpo es un paralelepipedo.- L. 2. ft Q. D. D, 
387 Teor. Si los dngulos homologos opudstos de 
las- bases .de un paralele.pipedo. recto , se iyien.par medio 
■de las diagonals DB , HF, el piano DBFH que pase 
por ellasy dividird al paralelepipedo ABCDHEFG en 
dos prismas ABDHEF , DBCGHF iguales.i ’ • 
Dem . -.La naturaleza del paralelepipedo da ■: 
ABCO^ EFGH, y.por, io mismo ABD= DBCr= 
EFH==FGB$ luego ei angulo solido enC: sera igual 
en E , pues el angulo: BCG—AEH por reotosi, .el 
GCDz^AEF por la., misma; razon y el BCD±:HEE 
per la igualdad de.dichqs triangulds. Por otra parte 
(386) ias.,caras BC.GF, .DCGH son respecti.vamente 
iguales a AEHD, AEFG ; luego (38.5) (los- dos prisi 
i$asr triangulares. son iguales* L, Q. D. D. 

: Cor.. -Euego el prisma triangular:. ABDHEF es 
la niitad del paralelepipedo ABCDHEFG, que iiene 
la misma dltura , y cuya base ABCD es dupla de la 
ABD dclzprimero . 

38.8 Jegr. Sl.dos paralelepipedos tienen una. bas'& 
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tomun , y sus bases opuestas en un rhismo piano y entre 
unas mismas paralelas , estos par al el e pipe dos seran 
equivalentes , 6 iguales en volumen . 

E spl. Sean AG , AL (fig. 1 14) dos paralelepipe- 
do s que tienen la base comun ABCD , y las opuestas 
EFGH , NKLM en uft raismo piano HK y entrd* las 
paralelas EK , HL3 voy a demostrar que el parale- 
lepipedo AG= al AL. 

Dem. El paralelepipedo AG da ABCD=EFGH, 
el AL da ABCDizflSIKLM , luego EFGH=NKLM; 
y anadiendo a ambos miembros la parte- FtJMG re- 
sultant EFGH+FNMG=NKLM-f-FNMG , 6 redu- 
ciendo se tendra ENMHzrFKLGj ademas el prime- 
ro da AEHDzzBFGCj y por lo dicho (350) se de- 
duce el triangulo AENzzBFK. Luego los prismas 
triangulares AENMHD, BFKLFC tienen los angu- 
los solidos E , F formados por tres pianos iguales^ 
luego (385) dichos prismas son iguales. 

Ahora , si del poliedro total AEL se quitan dichos 
prismas , los residuos seran iguales, y se tendra.. 
AEL— AEMzzAEL — BFL, 6 paralelepipedo A L=: 
al AG , que es L. Q. D. D. 

389 Tcor, Dos paralelepipedos de la misma base 
y altura son iguales en volumen , 6 son equivalentes, 

Dem. Pbrque si suponemos que ABCD (fig. 1 1 5) 
sea la base comun de los dos paralepipedos AG , AL, 
resulta que por tener una misma altura, sus bases su- 
periores EFGH , RKLM se hallaran sobre un mismo 
piano. Ahora, si se conciben prolongados los pianos 
ABFE , DCGH , y los ADMR , BCLK hasta que se 
encuentren , formaran por su comuti interseccion un 
tercer paralelepipedo que tendra la misma base ABCD, 
y cuya base opuesta estara representada por el pa- 
ralelogramo NOPQ. Pero este tercer paralelepipedo 
es igual (388) en volumen al AG 3 pues teniendo la 
misma base inferior , las superiores estan en un mis- 
mo piano y entre las paralelas GQ y FN 3 y por una 
razon semejante este tercer paralelepipedo sera igual 
con el AL 3 luego AGziAL , que es L. Q. D. D. 
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390 Teor. Todo paraleiepipedo se puede convertir 
en uno recto y rectangulo de. igual volumen , que tenga 
la mis rji a altura y una base equivalents. 

Dem . Porque si AG el paraleiepipedo. pro- 
puesto, y desde los pantos A , B , C , D , se tirari 
lasJ^R , BK , CL , DM , perpendiculares al piano 
de la base, tendremos fonnado el paraleiepipedo 
recto AL , igual en volumen al AG. Luego si la base 
ADCD es 1111 rectangulo , AL sera el paraleiepipedo 
recto y rectangulo equivalente al propuesto AG. Pe^ 
ro si ABCD (fig. 116) no es un rectangulo , se tira- 
ran las AO , BN perpendiculares a CD , despues las 
perpendiculares OQ y NP a la base ABCD , con lo 
cual se tepdra el poliedrp ABNOQPRE que sera un 
paraleiepipedo recto y rectangulo. Y como lo.s dos 
paralelepipedos AP , AL se puede reputar que tie-r 
nen la misma base ABKE y la mistjia altura AO ; re- 
sulta que son iguales en yolurrien 5 luego el parale-r 
lepipedo oblicuo AG (fig. xi 5) que se habia reducido 
a un paraleiepipedo recto, equivalente AL, se enr 
cuentra de nuevo convertido en un paraleiepipedo 
rectangulo AP , que tien£ la misma altura AE , y 
c.uya base ABNQ es equivalente a la AB CD , que 
es L. Q. D. D. 

391 Teor. Toda seccion NOPQR (fig. 1 1 1) hecha 
en un prisma por un piano paralelo d la base ABCDE 7 
es igual d esta base, . 

■ t)em . Porque las partes AQ, BP, CO , &c. de 
paraleias comprendidas entre los pianos paralelos 
ABC , NOP , son iguales. (375) j y asi todas las fi- 
guras ABPQ, BCOP , &c. son paralelogramos. 

De aqui se sigue que el lado PQ es igual y para- 
lelo a AB , QP a BC , ON a CD , &c,; luego (37 6) el 
angulo ABCznQPO, el BCDzzPON , &c.; luego lps, 
dos poligonos ABCDE, NOPQR tienen los la<jos y 
los augulos iguales respectivamente j luego son igua- 
les. L. Q,D, D. 

392 Teor, La superficie lateral de un prisma es 
igual al producto de una de sus aristas por el perime- 



geometbJa. 297 

tro de. una seccion perpendicular d dicha arista. 

Bern . Si el prisma fuese el abck (fig. m), su 
superficie lateral seria igual a la de todas las caras 
ag , bh 9 cl 9 dfe, efj pero si por un punto cualquiera 
de una de las aristas se hace pasar un piano nopqr 
perpendicular a dicha arista, sera perpendicular a 
todas las demas (370) j luego el paralelogramo ag= 
gbxpq el bh—chxop, el clzzdlxno , el dk— kexnr, el 
ef=:ekxqf 9 y como todas las aristas of, hg, ch , dl , efe 
soniguales , se tendra que sup. lat. de prisma abcdkzz 
a la de los paralelogramos ag-hbh-t-cl+dk-befzz 
bgxpq-hchxop-bdlxno-bkexnr-bekxqrj sustituyendo frg 
a las demas aristas , y sacandola fuera de un paren- 
tesis como factor comun, resultara sup. lat. de pris- 
ma abck^bg (pq^opThno-bny^rq) =5 =frgx perim. de sec. 
popqr , que es L. Q. D. D. 

Cor. Si el prisma es recto, la seccion sera para- 
Ida e igual a la base , y por lo mismo la superficie 
lateral de un prisma recto es igual al perimetro de la 
base multiplicado por su arista 6 altura , que es lo 
mismo . 

39S Teor. Bos paralelepipedos rectos AG , a g 
(fig. 1 r 2) , de iguales bases ABCB , abed , son entre si 
como sus alturas AF , af , 6 se tendra AG:a.g::AF:s.L 
Bern. Aqui pueden ocurrir dos casos , 6 que las 
alturas sean comensurables , 6 que no lo sean. 

i.° Si tienen la comun medida AXz ~ax , y espre- 
samos por m , n , las veces que esta contenida en cada 
una de ellas , se tendra AF=:mxAX , y afzrnxaxj y 
formando proporcion y simplificando por AXz zax 
sera AF:af::mxAX:nxax::m:n. 

Si por los puntos de division X, Z, &c., x y z , 
se tiran pianos paralelos a las bases , el paralelepi- 
pedo AG quedara dividido en m paralelepipedos 
guales con AU, y el ag en n iguales con au— AU, 
y todos iguales entre si (389) j y se tendra 
A6 =wxAU, ag^nxau—nxAU 9 y v fonnando pro^ 
porcion sera AG:ag::mxAUwxau:;in;n> 
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Esta proportion y la anterior dara (§ 184, 2.a) 
AG:ag::AF:af y que es L. i.° Q. D, D. 

2. 0 Si las alturas son incomensurables , se de- 
muestra por un procedimiento semejante al que he* 
mcs seguido (352) , que la razon de AG:cig no pue- 
de ser mayor ni menor que AF:af j luego sera igual. 
L, 2. 0 Q. D. D, 

394 Aunque hemos dicho en el teorema ante- 
rior que los paralelepipedos han de ser rectos , y ^ 
en los dos siguientes decimos rectangulos 3 es por la 
mayor facilidad en las construcciones ; pues las pro- 
posiciones se verifican en cualesquiera paralelepi- 
pedos. Porque segun hemos visto (390) , todo pa- 
ralelepipedo se puede convertir en uno recto y rec- 
tangulo igual en volumen j luego lo que se demues- 
tre de estos quedara demostrado de aquellos. 

395 Teor. Dos -paralelepipedos rectangulos AG> 
AK (fig, 1.1 7) de una misma altura AE , son entre 
si como sus bases ABCD, AM NO y 6 se tendrd 

AG:AK::ABCD:AMNO. 

Dem. Habiendo colocado el uno al lado del otro 
como representa la figura , prolonguese el piano 
ONKL hasta que encuentre al DCGH , cuya comun 
section sea PQ j y tendremos un tercer paralelepi- 
pedo AQ , que se podra comparar con cada uno 
de los AG , AK. Los AG , AQ que tienen la mis- 
ma base AEHD , dan AG:AQ::AB:AO ; igualmente 
los paralelepipedos AQ , AK , que tienen la misma 
base AOLE, dan AQ:AK::AD;AM $ raultiplicando 
ordenadamente y omitiendo (191) el factor comun 
AQ , sera AG:AK::ABxAD:AOxAM^ pero ABxAD 
representa (353 esc,) la. base ABCD , y AOxAM re- 
presenta la AMNO j- luego AG;AK:;ABCD;AMN(V 
que es L. Q. D. D, 

396 Teor. Dos. paralelepipedos rectangulos cua* 
lesquiera , son entre si como, los productos de sus bases 
por sus alturas y 6 como los productos de sus tres di • 
'tnensiones. ■ (• 
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z+Dgfih Porque habiendo colocado los dos para- 
lelepip'edos AG, AZ (fig. 1x7)5 de manera que sus 
superficies tengan. el anguio eomun BAE , prolon- 
guense los pianos necesarios para formar el tercer 
paralelepipedo AK, de. la misma ajtura que el AG, 
y (395) se tendra AG;AK::ABCD;AMNO j pero 
(393) k>s dos paralelepipedos AK, AZ , que denen 
la misma. base ..AMN.O 3 dan. AK:AZ::AE;AX j lue-. 
go mukiplicando ordenadamente estas dos propor-. 
ciones y omi kendo el factor eomun AK , se tendra 
AG;AZ:;ABCDxAE:AMNOxAX; 
y sustituyendo en vez de las bases ABCD, AMNO, 
sus yalores ABxAD y AOxAM , sera 
AG:AZ::ABxADxAE:AOxAMxAX, 
que es L. Q. D. D. 

Cor. De aqux se deduce que se puede tomar 
for medida de un paralelepipedo rectangulo el pro - 
ducto desu base por su altura , d el producto de sus 
tres dimensioned j con taj que por esta espresion se 
entieuda el producto de los numeros de unidades li~ 
Males que contiene cada una » 

397 Para medir los, vohimenes . se ha elejido 
por uni dad el cubo,, cuyo lado sea tambien la u- 
nidad , esto es , 1 vara , 1 pie , &c, Asi , si el cubo 
a- (fig. ti8) es el de. una vara, y suponemos que 
esta contenida la Vara en BC siete ‘veces , en CD 
dos,: yen CG cuatro, el paralelepipedo rectangu- 
lo CF sera vqL QF— 7x3x4 varas cubicas =56 va- 
r-as. cubicas, 6 $6 cubos iguales con el a que se 
tomo por unidad : como lo manifiesta la figura. 

398 Teor, El volumen de un paralelepipedo , y 
en general el volumen de un prisma cualquiera , es i - 
gual al producto de su base por su altura< 

' Bern, Porque i.° un paralelepipedo cualquiera 
equiyale (390) a uno recto y rectangulo de la mis- 
raa altura y de una base equivalente. Pero el vo- 
lumen de este se halia mukiplicando su base por 
su- altura., luego el volumen del primero es del 
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mismo modo igual al producto de-su base por si z 
altura. 

2. 0 Todo prisma triangular es la mitad de un 
paralelepipedo de la misma altura y de dupla ba- 
se ; y como el voliimen de este es igual a su base 
multiplicada por su altura , resulta que la del pris- 
ma triangular es igual al producto de su base, 
mitad de la del paralelepipedo , multiplicada por 
su altura. 

3.0 Un prisma cualquiera se puede dividir en 
tantos prismas triangulares de la misma altura, co- 
mo triangulos se pueden formar en el poligono que 
le sirve de base. Pero el voliimen de cada pris- 
ma triangular es igual a su base multiplicada por 
su altura ; y como la altura es la misma para to- 
dos , se sigue que la suma de todos los prismas 
parciales sera igual a la suma de todos los trian- 
gulos que les sirven de bases , multiplicada por la 
altura comun. 

Luego el voliimen de un prisma cualquiera es 
igual al producto de su base por su altura. L.Q.D.D. 

Cor. 'Luego los prismas que tengan bases y al* 
turas iguales seran equivalentes , 6 iguales en volumes 

De la piramide y medicion de su superficie y volumes 

399 Se llama piramide un poliedro que tiene 
por base una figura cualquiera , y cuyas caras son 
triangulos que tienen un angulo en un mismo pun- 
to , llamado cuspide 6 vert-ice de la piramide ; tal 
es el SABCDE (tig. 1 19) en que el poligono ABCDE 
es la base de la piramide , S su cuspide 6 vertice, 
y los triangulos ASB , BSC , CSD , &c. las caras. 
Toda linea SO (figs. 1 19 y 120) que desde el verti- 
ce se tire perpendicularmente a la base 6 a su pro- 
longation , se llama altura de la piramide. 

Una piramide es triangular ,; quadrangular 
segun la base es un triangalo , cuadrilatero , & c * 
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Cuando el poligono de la base es regular , y a- 
demas.la linea que desde el cuspide va al centra 
del poligono es perpendicular a la base , la pirami- 
de se llama regular . ; y cuando le falta alguna de es- 
tas dos circunstancias , se llama irregular. En la re- 
gular se llama apotema la perpendicular SK(fig. 1 19), 
que desde el cuspide S se tira en una de las caras 
al lado AB de la base; 

400 Teor. En toda pirdrr.ide regular l os tridn * 
gulps laterales ASB , BSC , CSJD , (fig. 119) son 
isosQeles e iguales entre si. 

■ Bern. Por suponerse la piramide regular , la S O 
sera perpendicular al piano ABCDE , y los • radios 
©blicuos AO, OB , &c. seran iguales j luego (368) 
las oblicuas SA, SB., SC, &c. son iguales j luega 
los .triangulos SAB, SBC, && s on -isosceles j.y. cor- 
ino ademas tienen iguales los lados , CB , BC , &c. 
de la- Base, se-infiere que ademas de ser isosceles 
son (259) iguales. L. Q. D, D. 

Cor. Si.se coneiben pianos por la altura SO y 
por cada una. de las aristas ,. quedarA .dividida la 
pirdmide en tantas pirdmides triangulares igu'ales 
(384) como lados tiene la base., y. cgmo aunque it 
piramide sea irregular , se puede dividir su base 
desde un punto cualquiera de ella , en tantos trian- 
gulos como dados .tiene , concibiendo pianos por.ca- 
da arista y por la linea que une dicho punto con el 
Venice , quedara dipidida la pirdmide en tantas trian- 
gulares como lados tiene. 

401 Teon La superficie lateral S .de toda pird* 
wide regular es igual al perim$tro P de la base por 
la mitad de la apotema , que llamaremos Ap. , d se 
pendrd SrzPxfAp. . 

Bern. Por ser regular la piramide, todos Jos 
triangulos kterales seran iguales, y por !o mismo 
la superfiqie lateral equivaldra a tantas veees uno 
de ellos como caras tiene la piramide j y como.esta 
dene tantas caras como lados la base , resulta que 
Uamando n al nuoiero de lados de la base, sera 



So $ -geometula, 

rtXfriatrgalos^pero la super&ie de Ai'n triangufo 

•tal como el'ASB se halia mftltiplieando la mitad de 
•la apotema Sk 6 A p* por el ladp-AB , que llamare* 
•mos L ij luego la superficie de uno de los triangulos 
lateraless'era Lx§Ap . , loque^dara -*• 

$z=:nxLx^Ap.—nLxiAp.! f y coiiio «L±=P 5 se tendra 
£z=zPx%Ap<‘ que es L. Q* D. D, 

Esc. Si a la espresion de la Superficie lateral a* 
Sadimos dade la base, se tendra la superficie total 
de la piramide. Cuahdo la piraraide 6 c'ualquier- otro 
poliedro es irregular , se halia separadamente la su- 
perhcie de^ pa'da cara , y su- suto'a -se-ra la superficie 
del poliedro., ' 

i 402 Tear; Si una pir amide SABCD (fig.Aii ) l st 
corta con tin* piano paralelo d la base ABCD , scmr* 
ficard?i tres cbshs'i'i.* Este piano 'ctiftcird d todas la's 
aristas SA, SB y SC, ^fc-.- en parUs-proporciondles y que 
tendrdrt'unac ton otras la'misma irazon' ique las de otr a 
recta SE , titada desde elvcrtice -d&’la pit ami deal 
piano de la ~b&$eyy, IW'rfnSvia -fazonAdinbien que^dos 
lados AB , aby de la base r y 

de la section. 2.& La secciorTabcd -sCrd sernejante d'U 
base ' 1 ABCD. 3 . & La- superficie de Id-base ABCD ten}- 
tir-d coit let abed de -id section , Id nuyMaWzon (pie los 
■cuadrados de las -Uneaf SE Se* ; 

Dem. i. a Si porlk'recta SE y por ; las aristas d$ 
la piramide , se condben-los plaiioS-SEA, $EB, SECj 
&c< estos cortarkrl a la seccion' abed en las lineas ea] 
eb , &c< que seran paralelas {373) a laS EA, EB> &c> 
luego (328) los triatfgnlds ASE, BSE, ASB, BSC, &c. 
iseranseiiiejantesd sus correspondient'es aSe, bSe/aSb, 
bSc , : ?tfc* y darari • 

SE: Sei : S A: Sa: :SB: Sfr: : SC: Sc: :&c. :&c. : :AB:ab; :BC:fe 
; 2v a Una vez que los triaiigillos ' AEB BEC, 
CED, &c. en que esta dividida la base ABCD, tie- 
nen sus lados respectivamente prdp‘6fcionales a- los 
de los triangialos aefr, bee, ced , en que esta divi- 

dida la seccion abed, resulta que todos estos trian- 
gulos.son se-mejantes unos a-otros* (329)3 luego las 



.GE 0 METR 1 A. 303 

dos figuras ABCD , abed , tambien Io seran (341). 

3. a Y por ser semejantes las figuras ABCD, abed , 
seran entre si como los cuadrados de sus linear ho- 
mologas (357 esc. i.°) y por lo mistifo 
• ABCD:abcd::AB 2 :ab 2 ::SE 2 :Se 2 , 
que-es L. Q. D. D. 

Cor. Luego si se cortan dos pirdmides SABCD, 
SFGH (fig. 122) de iguales alturas SE, SE', con un 
piano paralelo al de sus bases , las secciones abed, fgh, 
tendran ana con otra la razon de las bases ABCD , 
FGH j y si estas son iguales , tambien lo seran las 
secciones . Porque por lo de'mostrado ultimamente, 
sera ABCD:abGd::AB 2 :ab i ::SE 2 :Se 2 j por la misma 
razon FGH:/gfo::SE /2 ;Se /2 j pero SEzrSE' por el su- 
puesto , y como el piano es paralelo a las bases, 
e.ortara partes iguales de las alturas ; luego siendo 
Eg, EV iguales, los residuos Se, Se' seran iguales, 
y por lo mismo las dos proporciones de arriba ten- 
dran igualla ultima .razon j y formando proportion 
con las otras dos sera ABCD:abcd::FGH:fgh , 6 
&BCD:FGH::abcd:fgh:, luego si ABCDrzFGH, re- 
suitara abcd~fgh , que es L. Q. D. D. 

Esc . Se dice de dos piramides que son semejan - 
tes , cuando sus bases, son semejantes , y tienen to- 
das ias lineas homologas proporcionales y y como 
todas las de la piramide SABCD son prdporciona- 
les coritias de la Sabcd , y ABCD es semejante a 
abed resulta que la piramide quitada 6 deficients: 
Sabcd , 'es semejante a la SABCD. 

403 La parte ABCDabcd que queda , se llama 
tronco 6 trozo de piramide , 6 piramide truncadaj y 
cuando la piramide de que resulta el trozo es regu- 
lar , su super fide. lateral se halla multiplicando la par - 
te de la apotema comprendida entre las dos bases 0- 
puestas , por la semisunia de los perimetros de las ba+ 
ses paralelas d por el perinietro de una seccion he* 
$ha d distancias iguales de las bases paralelaSS^ 

Dem . Porque observando que todos Iqs trape- 
cios tendran una misma altura. Kfc (fig. 121) ser-a 
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Sup. kt. de trozo ABCDadcb^Ab+Bc+Cd+Dca 

N 7 __ AB ~vab BC-W?c CD -vcd 

(§ 3j6)ifcKx.t-r -f*kKx — f-fcKx- h 



DAn-ck , __ Al&^ab^l&C~vbc-vCD*-h‘C d-vDA-vda 

feKx =*Kx — 



' periih.ABOD+perlm.tfk^ 
feKx - 1 

y como (§. 35 6 esc -) 

AB-wfr ; BC 4*bc CD vc d DA-f -da ' 

— rZZi&n , — : — -=.opy y -izpm,- 

2 a. a. 2. 1 

resulia: o- . > Y. * - 

Sup.lat.de tfozo~kKxmn+kKxno-vkKxop+kKxpin~: 
?eRx(?7wi+wo+op-Hp?;j)==^Kxperim. de sec. equidis- 
tante- de las bases parakks. L< Q. D. D. • .\q 

i . 404 Teoir.; A toda- pkamide se le puede inscribe 
y cirwnscMbir un fmmero de prismas - 7 de nianera qua 
la . diferencia entre. la swna . de. los circunscritos y la 
de los inscritos. sea menor que- cualqnier canti&ad* dada* 
Dem.-,. ; Ssa . 5 ABC (rig< *12 3) la piramide. propdes- 
ta., si .se divide la altura eu un numeco . cualqujera 
de ; pa r tes; iguales , v. ■ en 4. , y por los p untos . de 
division se cpnciben .pianos paralelos. a su base, se 
tended dixiclida la piramide en otra SQRX, y en 
tantos .trozos QRTNMX * XMNHGF j FGHCBA, 
cotno partes tenia la. alt ura me nos una. Concibieado 
ahora un prisma ZVSTRQ ? que tenga la misma ba- 
§e y altura. que la piramide , y en eada trozo dos 
prisLija^de la misma altura que el, que el uno tenga 
por base la mayor del trozo y el otro la men or , se 
tendra el numero de prismas circunscritos ZVSTRQ, 
OPTNMX j LKNHGF, DEKCBA , y el de los ins- 
critCKS QRTN ml, XMNHg/ FGHGfo 9 pero el pri- 
mer prisma circunscrito ZVSTRQ es igual (398 cor.) 
con- el primer inscrito QRTNm^ 3 el segundo cir- 
cunscrito. con el segundo inscrito, y el tercero eon 
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el tercero ; luego'la difer.encia entre la suma de los 
circunscritos e inscritos estara representada por el 
ultimo circunscrito DEHCBA j y si inscribieramos y 
circunscribieramos duplo nuinero de prismas , el ulr 
timo circunscrito que espresaria la diferencia, seria. 
dos veces menor que el DEHCBA $ y corno conti- 
•nuando del mismo mode:, *1 ultimo prisma circunst 
crito que • espresa la diferencia , va haciendose dos 
vecesmenor, al cabo de .cierto tiempo llegara (229) 
aser^cnenor que cualquier cantidad dada por pe- 
quena que sea. L. Q. D. D. 

Cor. r Biendo el volumen de la piramide mayor 
que la suma de los prismas inscritos , y menor que 
la de los circunscritos , con mas r.azon se Ie podrd ins - 
crifrir 6 circuns cribir un numero de prismas , de modo 
que la diferencia entre la suma de cualesquiera de es- 
tos y el volunien de la piramide ■, sea menor que cualr 
quier cantidad dada por pequena que sea. 

40 5 Teor. 1 Dos pirdmides de igual base y altur.a 
son iguales en volumen. : 

Dem . Sean SABC , S'A'B'C' las dos pir amides j 
.si se concib.e dividida su alaira en un mismo liume- 
ro de partes iguales , y por los puntos de division 
se hacen pasar pianos, las secciones que causen es- 
tos' pianos seran iguales : (402 cor.) j concibiendo a- 
hora un prisma circunscrito a cada una de las par- 
tes en que quedan divididas las pir amides , y 11a- 
mando S la suma de los prismas circunscritos a 
SABC, y S' a la de los 'circunscritos a S'A'B'C', se 
•tendra S:=S', pues cada prisma de la SABC es igual 
(398 cor.) con el correspondence de la S'A'B'C'j 
pero S-se puede. acercar (404 cor.) a SABC, y S' a 
S'A'B'C' tanto como se quiera q luego tenemos aqui 
dos cantidades Sj S', variables., pero siempre igua- 
les , que se pueden acercar a las dos constantes 
SABC, S'A'B'C' rant o' como se quiera.3 luego (>231 
eor.) estas constantes. son iguales , y ; se tiene 
'■ S A BCzz: S ' A'B ' L/ , que es L. Q. i). D. 

406 Teor. Todo prisma triangular ABQFDE 

20 T. I. 
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(fig. 124), se puede dividir en tres pirdmide s eqyi - 
valentes, 

Dem * Si por las diagonals AD , AF de dos ca- 
fas contiguas del prisma , se concibe un piano, que- 
dara dividido el prisma en dos piramides una trian- 
gular , ADEF (fig. 125), cuya base DEF y la altu- 
ra AE seran las misraas que las del prisma ; y la 0- 
tra cuadrangular (fig. 126) que tendra por base a la 
otra cara del prisma, y por altura a la altura del 
triangulo BAC de la base. Si por las aristas DA, 
AC de esta se concibe un piano DAC, su comun 
section con el BCFD , sera la diagonal DC, por lo 
que dicha piramide quedara dividida en otras dos 
triangulares ABCD , ACDF , que tendran bases igua- 
les (313 , i.°), y una misma altura por tener su ver- 
tice comun en Aj por lo cual estas dos piramides 
seran iguales en voldmen. Ahora , la piramide DBAC 
se puede considerar que tiene por base al triangulo 
BAC , que es una de las bases del prisma , y por 
altura la misma que la del prisma. m 7 y como las dos 
bases opuestas de un prisma son iguales, resulta que 
las dos piramides DBAC y ADEF (fig. 12.5) son 
iguales tambren en volumen - 7 luego las tres pirauii* 
des son iguales en volumen, L, Q, D, D. 

Cor. i,° Toda piramide- triangular es el tercio de 
un prisma triangular de igual base y altura 7 porque 
equivaliendo el prisma BACFED (tig. 124) a tres pi- 
ramides iguales con la ADEF, cada una de .estas sera 
el tercio del prisma 7 y como podemos concebir a toda 
piramide dividida en tantas piramides triangulares 
como lados tiene v su base , y cada una sera el tercio 
del prisma de igual base y altura , resulta, que en 
general toda piramide , de cualquier clase que sea , es 
igual d la tercera parte de un prisma de igual base 
y altura , 

Cor. 2 0 Luego siendo el volumen del prisma (398) 
igual a la superticie de su base multiplicada per su 
altura , el de la pirdmide sera igual a la superjicie de 
la, base multiplicada por el tercio ae la altura . 



geometrIa. 307 

De los poliedros regulares , 6 de los cinco cuerpos re- 
gular es* 

407 Se Hainan poliedros regulares aqtiellos cuyas 
caras son poligonos regulares iguales, y cuyos an- 
guios solidos son todos iguales entre si. 

De estos solo hay los cinco siguientes , a saber: 
el tetraedro (fig- 127) que es un cuerpo terminado 
por cuatro trianguios equilateros igualesq el octL.edro 
(fig. 128) que esta tcrminado por ocho trianguios 
equilateros iguales $ el icosaedro (fig. 1 29) que esta 
terminado por veinte trianguios iguales j el exaedro 
6 cubo (fig- 1 30) que esta terminado por seis cuadra- 
dos iguales , y el dodecaedro (fig- 1 3 1 ) que esta ter- 
minado por doce pentagonos iguales- 

Fara hallar su superficie , se halla la de una cara, 
y se multiplica por el numero de ellas. 

Para encontrar suvoldmen, obsefvaremos que 
siendo el tetraedro une piramide, le hallaremos con- 
forme lo hemos dicho (406 cor. 2. p ); el octaedro no 
yiene a ser otra cosa que dos piramides cuadrangu- 
lares reunidas por su base, y la regia que acabamos 
de citar nos dara su .voMmenj y siendo el exaedro 
un cubo nos servira la regia dada (398)- 

Ahora , para hallar el volumen del dodecaedro y 
del icosaedro , los consideraremos coilio compuestos 
de tantas piramides coino caras tienen , cuya base sea 
cada cara, y la altura la mitad de la distancia que 
hay entre dos caras opuestas. 

De los tres cuerpos redondos . 

408 Se llama cuerpo redondo 6 de revolution , el 
que esta terminado por una superficie que no presen- 
ta esquinas 6 angulos solidos. 

Se llama cilindro un cuerpo cuyas dos bases 
opuestas son dos.circulos iguales y paraielos , y cuya 
superficie lateral es sonvexa; tal es e.l EF.CD (fig. i3^i 
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ia linea AB que une los dos centros , se llama su e]ej 
cuando el eje es perpendicular k. las bases , el cilia- 
dro es recto j cuando no, oblicuo , tal como el EFCD 
(fig. 133)} en cuyo caso la altura es la perpendicu- 
lar DO tirada desde un punto ctialquiera de la base 
superior a la inferior 6 a su prolongacion. 

El cilindro recto se puede concebir orijinado de 
la revolucion de un rectangulo ABCD (fig. 132) al 
rededor del lado inmovil AB j con este movimiento 
los lados AD, BC describen los circulos iguales DHP, 
CGQ y que son las bases del cilindro j el lado CD des- 
cribe su superficie lateral, y la linea AB es el ' eje 
del cilindro. 

El cilindro oblicuo se puede considerar formado 
del movimiento de un circulo FGCQ (fig. 133) para* 
lelamente a si mismo en la direction de la linea CD. 

409 Se dice que uapoiiedrp cualquiera esta ins - 
crito en un cuerpo redondo, cuando todoS los ver^ 
tices desus angulos. soiidos se hallan en la superficie 
del cuerpo j y que esta circunscrito , cuando todas siis 
caras son tangentes del mismo cuerpo , 6 solo tiene 
de comun con el una recta, estando todo lo demas 
de la cara fuera. 

4 1 o T eor . Toda seccion MLKN (figs. 132 y 133) 
hecha en un cilindro paralela d Las bases , es un ciir- 
culo igual d las ‘bases. 

Bern. Por ser el piano MLK paralelo a la base 
FGC, se tiene (§ 375) FM=BS=:KC=&c. j luego si 
se concibe un ndmero ciialquiera de pianos EABF, 
HABG , &c. que paseii por el eje aB , todas las fi- 
guras FBSM, GBSL , &c. seran paralelogramos 
(311), que daran FBrrMS, GB~zLS, &c. peroFBzz 
GB=&c. 5 luego MS=LS=&c. j luego todos los 
puntds de la seccion distan iguaimeme de S, y por 
lo mismo es un circulo y y como su radio es igual al 
de la base, resuita que el circulo seccion sera igual 
al de la base ^ L. Q. D. D^ 

.411 Teor. : -Si en el cilindro recto se in$criben y 
circunscriben dos prismas , la superficie del cilindro 
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es mayor que la del inscrito ?y menor que la del cir - 
c unscrito ; y la diferencia entre la superficie del cir - 
cunscrito y la del .inscrito podrd llegar d ser menor 
que cualquier cantidad .dada por pequena que sea. 

Rem. i.° Sea p el perimetro de la base del pris- 
ma inscrito, cuya. superficie lateral espresaremos por 
zs ; y como su arista sera el mismo lado L del cilia- 
dro , tendremos (§■ 392 cor.) zj^zpxLf in)* 

Ahora , si auraentase el numero de lados , creceria 
(308.) el perimetro p, y . por consiguiente tambien 
cr.eceria la superficie zs ; y como el prisma que tenga 
mas lados , tendra mas aristas comunes con la super- 
ficie del cilindro,, y ademas la superficie de dicho 
prisma se hkliara entre la del cilindro y la del prisma 
que tenga menos , resulta que zj es una cantidad va- 
riable , qiie al paso que crece se acerca a la super- 
ficie convexa del cilindro , que es constante ; luego 
(227.) esta es mayor que aquella. L. 1 .° Q. D. D. 

2. 0 Si espresamos por P el perimetro de la base 
del prisma circunscrito , y por II su superficie late- 
ral , se tendra IIzrPxL (n). 

Ahora, si el numero de lados de la base aumen- 
ta P disminuye (308) , y - por consiguiente tambien 
disminuira la superficie II; pero el prisma que tie- 
ne mas. lados se acerca mas i. la superficie del cilin- 
d»ro , por tener mas aristas comunes con ella , y es- 
ta r la superficie de dicho prisma entre la del cilin- 
dro y la del prisma que tiene. menos lados ; luego II 
es una cantidad variable., que al paso que mengua 
se acerca a una constante ., que es la superficie del 
cilindro; luego (228) esto es menor que aquella. 
L. 2.°Q. D. D. 

3. 0 Si restamos las (ecs. m , n), se tendra 
II— w=PxL»— pxL=(P— p)L. 

Y como P—p puede llegar (345) a ser menor 
que cualquier cantidad dada, se sigue (229 cor. 3. 0 ) 
que tambien podra llegarlo a ser la diferencia II — zj 
entr.e las superficies.de dichos. prismas. L.3. 0 Q.D.D. 

Cor. Luego con mas razon se podrd circunscjibir 
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6 inscribir un prisma a un ciiindro , de manera q ue la 
diferencia entre sus superficies sea menor que , cualquier 
cantidad dada por pequena que sea . 

412 Teor. La super ficie convexa de un ciiindro 
recto p que Uamaremos G , es igual al producto de la 
circunjerencia C de su base por su lado , 6 G;=CxL; 

Dem. Conservando las^ mismas denominaciones 
de antes , se tendra JI=PxX 5 pero al paso que aui 
menta el numero de lados v disminuye dicha superfi- 
cie II y se va acercandp a G , de modo que su di* 
ferencia puede llegar (41 1 cor.) a ser menor que 
cualquier cantidad dada ? y como al rnismo tiempo 
el producto PxL se acerca a CxL , pues P se pue-* 
de acercar (345 cor.) a C tanto como se quiera , y 
el factor L es comun, resulta que las dos cantida- 
des variables II y PxL , siendo siempre iguales , se 
pueden acercar respectivamente alas dos constan- 
tes G y CxL $ luego (231 cor,) estas spa iguales P p 
se tiene G=CxL , que es L. Q. B. D, 

Co r, Si en vez de C se sustituye su valor (347% 
se tendra G=2 pi$i$ 9xDxL=7rDLz=z2</tRL> que 
es la formula general de donde se deduce la super- 
ficie del semicilindro , cuadrante de ciiindro , &c c 

413 Teor. A un ciiindro recto sc puede inscribir 
y circunscribir un prisma tal , que la diferencia entre 
el volumen del circunscrito y del inscrito sea menor 
que cualquiet cantidad dada por pequena que sea . 

Dem. Sean ahora IP y ta' los volumenes de dos 
prismas circunscrito e inscrito a un ciiindro % que 
tambien Uamaremos G ; P' ? p' las superficies de sus 
bases , y A su altura comun, que es la misma que la 
del ciiindro, y (398) tendremos ra'zzp'xA*, 

que restando la una de la otra, resultara 
n / -zj / =P / xA~p'xA=(P / -~p / )xA j 
y como en este valor entra por factor P'— p', que 
(35**) puede llegar a ser menor que cualquier can- 
tidad dada por pequena que sea, se sigue (229 
cor. 3. 0 ) que lo misino sucedera a IT— que es 
L. Q. D. D., 
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Cor. Como el prisma inscrito es parte del ciliru 
dro , sera menor que el $ y como el circunscrito es 
todo respecto del mismo eilindro , sera mayor que 
el. Luego con mas razon se podrd ,circunscribir 6 ins- 
cribir un prisma en el eilindro , de modo que la dife- 
rencia entre cualquiera de sus mlumenes y el del ci- 
lindro , sea menor que cualquier cantidad dad a . 

{ 414 Teor. .El v.olumen de un eilindro G esigual 
d la superficie C del ctrculo de su base multiplicada 
por s.u .altura A, 6 se tendrd G—CxA, 

Dem . Conservando las mismas denominaciones 
de antes , tendremos respecto del prisma circunscri- 
to Il / =P'xA 5 pero si crece el niimero de Jados, II' 
se va acercando k G , de modo que su diferencia 
(413 cor.) puede llegar .a ser menor que cualquier 
cantidad dadaf.y como al mismo tiempo la espre- 
sion de TI', esto es., P'xA , se puede acercar a CxA 
todo lo que se quiera , por hacerlo (358 cor.) F .a 
Cy ser d comun, res.ulta que las dos ea.ntidades 
variables .e iguales IT y P f xA , se pueden acercar 
todo Jo que se quiera k las dos constantes G y 
CxA , luego (23 r cor.) estas .son iguales, y se xieoc 
G~CxA , que es L. Q. D. D. 

. Cor. Si en vez, de C (3 5 9 cor. 2. 0 ) sustituimos 
su valor ^ se tendra G=itR 2 A 7 de esta formula 
se deducen todas las que tienen relacion con el v,o- 
liimen del eilindro , semicilindro ., sector cilindrico,. 
&c. 3 y si se tuviese A~R , seria GzznR 3 . 

Esc * La demostracion anterior sirve tambien pa- 
ra el eilindro oblicuo. 

415 Se llama corn un cuerpo (figs. 1347 135) 
que ,tiene. por 'base un circulo , y esta tertdinado 
por .una .superficie curva que termina en un pun- 
to S llamado cuspide 6 vertice del cono, tal es 
SCDBE 7 la linea que desde el cuspide va al cen- 
tro de la base , se llama eje del 00003 cuand.o .el 
eje es perpendicular a la base , el cono es recto 
(fig. 134)$ y cuando no , oblicuo (fig. 135) 3 en este 
se llama altura la perpendicular bajada desde el 
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cuspid fc r a la base, o a sa prolongacion ;^en d rec* 
to la altura es el - mismo eje. . ^ 

El Cono recto se orijina de un triangulo rec- 
tangulo SAB , que jira al rededor de m cateto 
inmovil *SA ; plies en este movimiento ei cateto AB 
describe la base BDCE , y la hipotenusa- SB que 
se llama lado del cono, traza la superficie del cono* 

416 Teor. Toda section FKHL 1 34 y 1 ‘3 5 ) 
hecha en un cono paralela d subase ,es un-tirculo. & 

Dem. Concibahse por el eje S A Ids pianos SAD* 
SAB>,<&e. cuyas interseccibnes con. los pianos pa- 
ralelos -CDB , FKB, seran (37$ lineas paralelas; 
por lo que los trianguios SAD, SAB , SAE, &c. 
daran SA: SG: : AD:GK , SA: SG: : AB:GH, 
SA:SG:vAE:GL , &c. , y ^como estas pro!porciqne$. 
t-ienen- comun la razoiicSA.-'SG , las. otras- 3 er : an i~ 
guaies y- daran AD;GK.\: AB:GH::AE^GL N :t&c.:&c.^ 
perb fcfc' aritecedentes iguales por radios' de la- 
base f luego los conse<£udntes tambien lo seran , y> 
ss tetfdra GK=GHz£GCri&c. que manifiesta que 
distando todos los puntos "de la seccion igualmente 
del G," di£ha seccion' sera uu circulo. L. Q. D. D. 

417 La parte FCDBH Comprendida entre la ba- 
se y ia seccion , se -llama tronco , 6 trozade cotio, 
6 cono Vrtfncado. 

418 ‘IFeor. Si en un cono recto se inscviben y cir- 
cunscriben dos pir amides regulares , la superfitie late ~- 
ral del cono es mayor que la de la inscrita , y menor 
que la de la circunscrita j y la diferencia entre la su- 
perfitie de la inscrita y la de la circunscrita podrcc 
l/legdr\d. ser menor que cualqiiier cantidad dada. 

Dem. i.° Sea p el perimetro de la base- de la pi- 
ramidednscrita , cuya su per Hcie. lateral espresaremos 
por zj, y sea l sa apotema, y (401) tendremos 
L zsrzpx^l (in) 

Ahora 5 si aumentase el niimero de lados , creceria 
(308) el perimetro p, y. tambien creceria (368) la apo- 
tema /.; inega tambien crecera la superficie y co- 
/dio la piramide que tenga mas lados , tendra mas aris- 
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tas comunes con la superncie del cono., : la super- 
fieiesdf* dieha ipiramide * $e,'6allara entre la del cono 
y> la de la piraini.de. de.menor mimero.de ladps, re- 
sulta que:la:cantidad variable zs_>. alpas.o que crece, 
seaeercaa la superfide ctiayexa del cono ; v que es 
cons:tante9:l.uego^227«) esta es mayor quo. aquella. 
L. x.?Q. v D. D. 

0 : £.8j 1 Sie^presamos. por P el periuietro de la base 
dedai piiamide ckC unsd pi ta :'pdr L s.u apotema., que 
sera elrimsinodado-del.CQiijo*. v y por U, §UXUperficie 
lateEaiy;-5e.tendra4I“Pfi^l^id..) • 

.uAfcra2> si aumeqta dkmmero de. ladosde la ba- 
ger,Lla} Lipermanecerarda misina ^ P. disiijinuira .(308), 
y.pori eotfsiguierife tatnbien dismiauira- U.j zpero la 
piraniide que tiene'pnas lados ^ se acereaanas a la su« 
perficie del cono , por tener mas aristas coQXunes cm 
Hfoyrypstkr su : sirpeyficie entre la deLcono’ y la de 
la- pibamide quetiene menosvlados luego II; es' una 
variable que al paso que‘ meng.ua , se acexca a una 
constante que e$;la superficie del .cono 3 luego (228) 
esia esnnenor que aquella^L, 2. 0 Q.<D. D 
3. 0 *Si restaftids l^s (ecsv.m, n)^se tendtfa 
fxjfe 

pero-p^se puede auefoar (345) a P'-yril a L todolo 
que se quiera j pWqniferi/ es* una oblicua que se va 
separandti cada yfczvmaS^de la perpendicular que es 
eheje del* i cono ; j L ' no , varia y luego si la- diferencia 
de lo$ factores P > L y pyxi, puede ser menor que 
cualquier cantidad dada yla de la mitadde sus pro- 
duces , y de consiguiente.la diferencia II— sj, tam-t 
bienrioq^odri llega^:a^ser k ‘L. 3. 0 Q. D. D; 

Cor.- Luego con was razon se podrd circunscribin 
6 inscribir una pirdihide.d'un cono;, tali que .la dife^, 
r.encia entre sus siiperficiesy sea me-nor :que-: cualquier 
cantidad dada por pequena que sea . 

419 3 ?eor. La superficie: lateral G de tin- cono recto 
es igual d la circunferencia C de su base por la mitad 

de su.lado L, 6 GssCxffc^ J r:;v ; . h v 
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Dem. Conservando las misraas denominaciones 
de antes , se tendra Ilr-PxfL} p.ero al paso.que au- 
mema el nutnero de lados $ disininuye dicha super- 
fide II , y se va acercando a G , de modo que su 
diferencia puede (418 cor.) ilegar a ser menor que 
cualquier cantidad dada , y como .al ini&mo tiempo el 
producto Px±L se acerca ,a CxJL 5 piles Pse acerca 
(345 cor.') a C, y el factor ~§L es comun , resultd que 
las dos cantidades variables H y Px|L siendo siein> 
pre igualesy se puedeu acercar respect! vatnenie a las 
dos constantes G y Cxf L $ luego(23 1 »cor.) e$tas sob 
iguales b se tiene G-Cx^L, que es L. Q. B. D. 

-Cor. Sustituyendo en-y.ez de L-.su valor (347)* 
sera G=?riDx§L^nX2Rx£L~irRL $ que es la for- 
mula general que da .todas las que iienea relation 
con la superficie del cono. - ..,r. ■ 

420 . Como CxfLzifCxL, y si por el punto F 
medio del lado del cono se da .una .secdon paralela a 
la base , la circunferencia FKHL sera la miiad de la 
CDBE, por ser su radio la.mitad: l (322)* se tendra 
G=FKHLxZ> 3 que quiere decir, que la superficie 
lateral de todo cono recto., e's igualji .su lado multi~ 
plicado por la .circunferencia de un circulo par.alelo 
& la base,, y tirado por ,el punto medio .del lado.. 

421 Lo dicho xespecto del cono y las pirimides 
inscritas y circunscritas cn ,el 5 se aplica del mismo 
modo al trozo de cono recto , y los trozos depirami- 
des inscritos y circunscritosael $ y .se deduce quela 
superficie lateral de todo trozo de cono recto .es igual 
d su .lado multiplicado por la '.semisuma de las cir- 
cunferencias de las bases paralelas ■ 6 a su lado . mid- 
tiplicado por la -circunferencia de un circulo trazada 
equidistante de las bases paralelas $ .6 lo que es lo 
mismo (fig; 13 4) .superficie de trozo CDBELHKFs 

™ CDBE+FKHL - ■ . „ ; ;■ T 

FCx :=FCx circunferencia MN 5 

2 

y si en vez de las drcunferencias sustituimos (347) 
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sus valores 2#xC A, zttxFG, y sacamosel factor eo- 

CAh-FG 

snun 2#, setendrasup, de trozo ~ 27 rx— — -xFC. 

• * 

:.422 Teor, .^4 todo cono se puede inscribir y cir- 
cmscribir una pir amide , de 7 ?iodo que la..diferencics 
enire su voli'men* sea menor que cualquier cantidad 
dad a por pequena que sea . . 

• Dem. Sean ahora IF y o' los voliiinenes de dos 
.piramides circunscrita e insorita al cono ; P', p f las 
superficies de sus bases ^.y A su altura comun , que 
tambien es la del cono $ y (406. cor -2. 0 ) tendremos 
JI^P'x \Ai zs'^zp'xfA j que restando la una de la 
otra resuitara U V p / x| 4 =(P / — pO x l^i 

y como en este. valor, entra por factor P'-r-p', que 
(358) puede llegar a ser menor que cualquier .canti- 
dad dada , se sigue (229 cor. 3.°j-que. io mismo su- 
cedera a la diferencia H — o' ; que es L. Q. X>. D. 

Cor. Luego con mas razon se podrd inscribir y 
circunscribir al cono una pir amide Pal que Id dif even- 
cia entre su volumeny el del corn sea menor que cual- 
quier cantidad .dada por pequena ,que sea* 

423 Teor. El volumen de todo cono recto G es 
igual a la superfide C de la base multiplicada por 
el ter cio de la altura A , 0 G=Cx|A, 

Dem . Conservando las mismas denominaciones 
dc antes , se tendra respecto de la piramide circuns- 
crita n'=P'xf 4 y pero si crece el jnumero de lados, 
II' se va acercando a G, de modo (422 cor.) que sut 
diferencia puede ser tan pequena como se quiera $ y 
como al mismo tiempo la espresion de JSf P .6 P'x^A 
se puede acercar todo lo que se quiera a Cx±A, 
por jhacerlo (358 cor.) P' a C y ser %A comun , re- 
sulta que las dos cantidades variables 6 iguales IF 
y P'x±A , se pueden acercar todo lo que se quiera 
alas dos eonstantes G y CxJ- 4 ; luego (231 cor.) 
estas son iguales, y se tiene G—QxlA p que es 
L. Q. D. D. 

Cor. i.® Sustituyendo en vez de C su valor, sera 
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GzzrtR^kfA^ de^esta fdrlxmia general' salen to das 
las que tiejien relacion con el voltiinen del cono. 

Cdn 2 .°- ¥ 'Goracr el volutnen; ,.de: mr xiiindro de 
igual basely altura que el cono seria CxA , se sigue 
<pae todo cono esAas tercera parte de un ' cilindro de 
igual base'y altura. - . . . . : 

w. Esc* Elvoiiimen. del. trozo de cono CBBL se .ha- 
llara restando del cono total el voLumen del deficients 
&BKH $ pero como^iiando se da el trozo , no se co- 
ndce' la 'alltu-ra total delxono , ni la del deficiehte sera 
necesario de anteinano detenninax esta. Paraxonse- 
guirlo, sea' ^ da altura del trozo , afr.la del deficiente* 
R el radio de da.base inferior , el de .la stipend^ 
y los triaiigulos . semejantea SAC , ’SGF 
darari AC:FG::SA.SG - , 6 R:r::A-bx;xy „ 

Ar 

de donde. sale xz =^~- — , • v) 

^ ' ' A- Ar AR—Ar-bAv AR 

y SA—A-bx—A-b-- = — —---5 

7 . .... R—r v R- r R-.r ’ 

luego teric’remos voL de trozo CDBLrr cono SGDB- 
coao SFKH= ' ■ • . -T , 



itR 2 x±x~ 

i.R 



AR ■ ' At 



R2~ r 3 . 

tix\Ax — ^ — —ttxJ A (R*-hRr-br 2 )> ■ ‘T? 



(Ac. 



r 



MT 



424 Teor. Sit un tridngulo ABC (fig. 136) fir a 
al rede dor del lado mayor i* AC y describird urircuerpo 
cuyo votutnen sera igual d la superficie que describe 
uno de > los otros lados AB , ‘ multiplicada porel ter- 
cio de la perpendicular Cq tirada d dicho lado ,rd d 
su prolongacian ydesde el otro estremo C del lado que 
sirv-e de eje j 0 lo \que es lo mismo 
vol . A BCz^s u p.ABx^Cq;. 

Dem.. Si desde el punto B se concibe la perpen- 
dicular Bb al eje, el cuerpo descrito por ebtrianguio 
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ABC, $e 'tiompondrl de dos conos , cu'ya base cornua 
sera el circulo descrito por el radio-Bl? j luego (423) 
el voMrrrert de este cuerpo , 6 volumen ABC = cono 
CBb -f-cono ABbrrdrc. 0 Bbx±CbA^ circ.° Bbx^Ab = 
cir. 0 Bfex(fC6-HlAi?)=cir. 0 B/7X|CA. 

Esto supuesto (§. 359 cor* 2°), circ. 0 Bb—nBb 2 , 
y (§ 4 1 9 cor.) sup. cono ABrr9rxB6xAB ; y forraando 
proporcion y simplificando la segunda razon por 
toxBb , sera " - : 

cir.°B/7:sup.cono AB::nxBb 2 :wxBbxAR::Bb:AB. 

Ahora , los triangulos rectangulos ABb , CqA, 
tienen adetnas cl angulo en A comun ; luego soa 
semejantes y dan Cq:AC::Bb:AB j y como esta pro- 
portion y la anterior tienen comun la razon Bb: AB, 
da ran 



, . ^ ^ ' sup. cono AB 

circ. 0 B£»:sup. cono ABr.CqiACzzCqx — — — — . 

1 x x circ .o 



Sustituyendo este valor de AC en el anterior del 
volumen, y simplificando por circ. 0 Bb , se tendra 

vel. ABC=circ.°Bfcx4Cf7X^--?^^ —\Cqx sup.ABz: 

3 1 circ.oBi? 3 1 r 

sup. ABx^C q ,• que es L. Q. D. D, 

Esc . Si el triangulo que jirase fuese el AB'C, en 
cuyo caso la perpendicular al lado AB'cae fuera* en 
vez de los triangulos ABb, AC q} se compararian los 
AB'f/-, AC^, y se dedliciria lo mis mo. 

425 Si el triangulo fuese. rect angulo como DUO 
(fig. 137), y jirase al rededor del pu'nto O, permane- 
ciendo la UO perpendicular a MN , se verified tam- 
bien la proposition > esto es, que - vol, -DUO=sup. 
DUxfOU. 

En efecto, concibiendo la DM perpendicular a 
MN, el volumen del cuerpo enjendrado por DUO 
sera igual al del cilindro engendrado por DUOM, 
uienos el volumen del cono engehdrado por DMO* 
6 v ol. DUO= vol. DU OM — vol.DMO= 
circ.° DMxDU-^circ. 0 DMxfQMta . 
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circ.°DMx(pU^OM)r:eirc/>OUx(PU~§DU)^ 

Girc^DMx|DU=9rxDM a x|DU j 

pero la superficie cilindrica engendrada por DU 

(§412) 6 sap- cilind. DUzr circunf, DMxDU= 

27 rxDMxDU- 



que da DU 



sup. DU ^ 
29 TXDM 7 



luego sustituyendo este valor de DU en la espresion 
anterior del volumen , se tendra 



vol. DUO=7rxDM 2 x|xl U l'-^H — 

3 airxDM 

|DMxsup.DU=sup.DUx|OU , que es L. Q. D. D. 

Esc. Observese que siendo ios dos triangulos 
DUO, DOM iguaies, el primero enjendra un void- 
men duplo del del segundoj pues voL DOM== 
circ. DMx^OM j y coma entre ios dos cuerpos va- 
len el ciiindro enjendrado por DUOM 6 
circ. DMxOM, resulta que el del enjendrado por 
DUO sera vol. DUO=circ, OUx|OM- 

426 Teor, Si un poligono tegular de un numero 
far de lados , se hace jirar al rededor de un didmetro 
del circulo circunscrito a dicho poligono , trazard un 
cuerpo cuya superficie sera igual d la circunferencia 
de uno de los radios rectos, muitiplicada por el did - 
metro que sirve de eje ; y su volumen sera igual d la 
superficie de dicho cuerpo, muitiplicada por la tercerfi 
parte del radio recto de dicho poligdno . 

Espl. Sea el poligono ABCDF &c, (fig. 1 38); di- 
go que si jira al rededor del diametro AF del circulo 
circunscrito, describira un cuerpo, cuya superficie ; 
sera igual a la circunferencia de un radio recto Of 
muitiplicada por dicho diametro AF, 6 se tendra 
$=circunf.OpxAF $ 

y su volumen v sera igual a la superficie del cuerpQ; 
muitiplicada por la tercera parte del radio recto Of, 
6 se tendra r=circunL OpJKAFxfOp, 

Const . Concibanse desde ios estremos de cada la* 
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do y desde su punto medio , las perpendiculares pp', 
B by mn y C c 9 Dd, &c. a la AF, y ademas los radios 
jrectos Op x Om , Oq , &c ; con lo cual el cuerpo des- 
crito por el poligono al jirar , se compondra del cono 
enjendrado por AB , y de los trozos de cono enjen- 
drados por los lados BC, CD (este sera cilindro) &c., 
y de otros tantos iguales respectivamente por la parte 
de abajo de Oq$ por lo que hallando la superficie de 
cada uno de estos cuerpos y sumando, se tendra la 
superficie pedida. 

Lo rnlsmo sucede con el volumen ; pero como la 
formula para hallar el del trozo del cono es muy 
complicada , para hacer aplicacion de ella , consider 
raremos el volumen del cuerpo como compuesto del 
que enjendra el triangulo OB A, el OCB , el OCq y &c. 
y sus Iguales por la parte inferior , y sumandolos to- 
dos, se tendra el volumen total. 

Bern . i.° La superficie del cono (420) enjendra- 
do por AB es igual a ABxcircunf.pp'* 

: La del trozo enjendrado por BC es igual (421) 
4 BCxcircunf.wn. 

Y la del cilindro trazado por Cq es igual (412) a 
Cqxcircunf.Oq, 

r Del mismo modo se procederia si el poligono tu- 
Viese mas lados. 

Ahora, los triangulos AB b, pOp' son rectanguloSj, 
el uno en b> y el otro en p' y ademas tienen el angulo 
AB b del primero igual al pOp' del segundo porque 
tienen iguales medidas a saber , el AB b la (304) mi- 
tad del arco A V que es igual con la mitad de AB, y 
la mitad de este es la medida del pOpU luego (33* 
cor. 2. c ) son semejantes, y daran ABjAfrxOpipp';: 
(§ 346)circunf.Op:circunf.pp'} de donde sale 
ABxcircunf.pp'rrAfrxeircunf.Op. Los triangulos BCx ? 
■Om, que tienen sus tres lados respectivamente per- 
pendiculares , seran (331. cor. 4. 0 ) semejantes, y 
daran BC:Bx::0w:7»n::circunf,0?7j:circunl\mn 5 que 
da BCxcircunf wn^Btfxcircunf.O??^ 

Observaudo aiiora que Op=zOmz=:Oq=&cc. por 
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radios Wctos , y que Bx=6c, C^piOc, &cl; sustittfs 
yendo en ve2 de los.valores que tenlamos antes de las 
superficies', los que acabamos de sacar, y sumando, 
se ; tendra sup. enjendrada por ABCq=== / 
AbxcirGunf; 0 p*+tcxcircimf.. 0 p-f-c 0 xcircunf. 0 p=: ;■ 
circun*nOpx(Ai>-4-bc*+-cO)i=circunf.OpxAO y eotuo 
esta es’la mitad de la super fide del cuerpo , dupli* 
candor! factor AO , se tendra la 'del total, queisera 
—dreunf.OpxAF , que esfcL^ x;B Q. D. D. 

2. 0 Por lo demostrado (424) se tendra 
vol.ABOrzzsup.ABxfOp} el dehtriangulo BCO sera 
igual al enjendrado por OCU , menos el enjendrado 
por OBU j 6 lo que es. lo mismo 
vol.BCOzrvol.UCO — vol.UBOir: 
supUCxfO??* — sup.BUx ~0 mzn 
|Omx(sup.UC— sup.BUj^lOmxsup.BC. Del mismo 
modo se continuaria prolongando lados , si hubiese 
mas , hasta llegar ai cuerpo enjendrado por 0Gj, 
cuyo volumen (425) es , voLOCqzzsupiCqx^Ocp 

Sumando todos estos volumenes parciales, y ob- 
servando que OprzOm—O^&c,, se tendra volu- 
men enjendrado por ABC^-iz ■ 
sup.ABxj0p-Hsup.BCx|0p+sup.C5X|0p= 
(sup.ABH-sup.BCH-sup.C5)x|Op=:sup.ABC5x|C)/>. 

Este es el volumen del semieuerpo enjendrado pot 
ABCD &c., por lo que duplieaudo el factor sup. ABC5, 
se tendra el volumen enjendrado por todo el pollgono, 
que sera vol.ABCDEF=2SUp.ABGpciOpn: 
sup.ABCDEFx^Op, que es L. 2. 0 0. D. D. 

427 Si el pollgono estuviese circunscrtio al dr- 
culo, su volumen seria igual d la superficie del cuerpo 
• multiplicada por la tercera parte del radio de dicho 
dr culo. 

428 Se llama esfera un cuerpo terminado por una 
superficie curva , cuyos puntos estan todos a igual 
’distancia • de uno que se llama centro. 

; La esfera se puede concebir enjendrada por el 
movimiento de un' seaiickcuio'DAEK (hg^ 1 39 ) ; a ^ 
jirar-al rededor del didmetro DK5 pues cada puuto 
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de ia superficie de este cuerpo se habra orijinado de 
uno dei semitirculo jenerador , que dista del centro 
una magnitud igual ai radio de dicho semitirculo. 

El diametro DK ai rededor del cual ha jirado el 
semitirculo jenerador j se: llama eje de la esfera 3 los 
estremos D y. K dei eje, se Hainan polos j y radio de 
la esfera es Una linea que desde el centro va. a ter- 
dinar a su.au per fide*. 

429 EL cuerpo DABC que se orijina de la revo- 
lution del sector del circuio DCA, se llama sector 
esferico.y :el cual se compone de la parte DAFBM, 
que se llama- casquete esferico > y del cono CAFBMr 
se llama . .zona una parte de la superficie de la esfera 
comprendida por dos pianos paralelos, que se Ha- 
man bases de la zona. 

430 Xeor. Toda seccion de. la\e$fera por un piano, 
es un circuio. 

Dem.. Sea AFfiM la seccion eausada por un pia- 
no en la esfera: desde el centro C concibase la per- 
pendicular CO al piano AMB y diferentes rectas 
CM, CMV&c. a diferentes puntos de la curva AMB 
ea l .que.tercnina la seccion, y se tendra que las obli- 
cuas CM, CM', CB, son iguales por radios de 
la esfera 3 y por lo inismo la curva AFBM tiene to- 
dos. sus juntos equidistantes dei O, luego es ua 
cjrculo. det) 

Cor. • i;° Si la seccion pasa.por el centro de la es~ 
fera.j su radio sera el de la esfera 3 y por lo mismo.- 
todos. los/.circulos .que resulten de. pianos que pasen por 
el centro serdn iguales. • . . 

c Esfoa $e daman circulos mdximos 7 y los que no 
pasan por el Centro se Uaman. circulos mernres . 

Cor* 2.? h Dos circulos maximos se divi den sie 7 n~ 
pre en .dos partes iguales 7 porque su comun intersec- 
tion es un diametro. 

Cor, ,3.° Todo circuio mdximo divide d la esfera. 
y d su superficie en dos partes iguales , que se Hainan 
WmsfeHos 3 porque si despues de haber separado di- 
chas dos. partes , se las aplica sobre la base comun, 

21 T. L 
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las do$ superficies coincidiran la una con la otra , por 

consiguiente seran iguales. 

Cor. 4. 0 Toda sec-cion que no pase por el centro se+ 
ird un circulo menor. 

Cor. $.° Los circulos menores van siendo mas pe- 
quenos d jnedida que se ale j an del centro . 

- Cor. 6.° Por dos puntos de la superficie de la es - 
fera se puede liacer pasar un arco de circulo mdximo: 
porquelos dos puntos dados y el centro determinan 
la posicion de un piano. 

Sin embargo , si !os dos puntos fuesen los estre- 
mos de un diametro, entonces estos dos puntos y el 
centro estarian en linea recta, y habria tantos circu- 
los maximos como se quisiesen (365). 

431 Teor. Si en el semicirculo de que se orijina 
la esfera , se inscribe un semipoligono regular , se le 
circunscribe otro , y se concibe que jiren estos semipo - 
kgonoral mismo tienipo que- el semicirculo , ^se tendrd 
un cuerpo inscrito y otm-circunscrito $ y la superficie 
de la esfera ser d inay or que 4 a del cuerpo inscrito , y 
7 nenor que la del circtinscrito j y la diferencia eritre la 
superficie del circunscrito y del inscrito podrd ser me - 
nor que cualquier cantidaddada. : 

- EspL Sea s.c. la ' superficie del cuerpo ' descrito 

por el poligono' inscrito ABCD &c> .(6^1538), por r 
su radio Op, por D el diametro AF de la esfera 6 del 
circulo jenerador $ sea £;C. la superficie del: cuerpo 
descrito^por el poligono circunscrito , cuyo lado es 
GL, su radio recto 6 del. circulo jenerador al eje 

GK le llamaremos Hj y sea S.E. la superficies de la- 
esfera' : descrit;a por el- semicirculo ABCBEF'f digo 
que se tendrd S.E. > s.Wj SiE. CS.Gy y 

podra ser menor que cualquier cantidad dada; • 

. J Dem. ' i.° Por lo dicho (426, i.°):se tieiie 

s.c.=?circunf.rxD (m). i-.u it* no-ia 

ahora , si aumenta el numero de lados crecera el fac- 
tor circunf.r, pues que crecera el radio el factor D 
permanecera el mismo j luego debera crecer (61, 3. 0 ) 
tambien s.c* 6 la superficie del cuerpo inscrito , a 
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medida que aumenta ei numero de lados del poligo- 
no jenerador; y como la superiicie del cuerpo oriji- 
nado por ei poligono de mas lados , tendra mas cir- 
cunferencias comunes con la superiicie de la esfera; 
y ademas dichasuperfieie se hallara entre la del cuer- 
po orijinado por el poligono de raenos lados , y la 
de la esfera , resulta que s.c. es una variable que. al 
paso que crece seacerca a la superiicie de la esfera, 
que es constante; luego (227) esta es mayor que 
aquelia, 6 S.E< > s.c.> que es L* i.° Q. D. D. 

• 2. 0 Xgualmente se tendra S. C.=circunLftxii(n); 
pero aumentando el numero de lados, disminuira 
(344) ei factor'* if , que se compone del diametro'D 
del circulo jenerador , y de las dos sajitas del poll- 
gono eircunscrito^ei factor circunf.ft es constame, 
por ser R el radio del circulo jenerador ; luego 
(6 1 , 3 0 ) disminuira S.C. ; y como al paso que men- 
gua se acerca a la superiicie de la esfera, por tener 
mas circunferencias comunes con ella , y estar dicha 
superiicie entre la del cuerpo enjendrado por el po- 
ligono de menos lados , y la de la esfera , se sigue 
(228) que S.E. <ZS.C que es L. 2. 0 Q. D. D. 

3. 0 Restando la ecuacion (m) de la (n), resultara 
S.C.— 5*c.=circunkftxif— circunf.rxD;. 
pero circunfir se puede acercar todo lo que se quiera 
a circunf.R , pues (343) lo puede hacer r a R 3 y H 
se puede acercar (344) todo lo que se quiera a Dj 
luego si la diferencia entre los factores circunf.R^H, 
-y circunf.r , D, puede llegar a ser menor que cuai- 
quier cantidad dada, la de sus productos, y de con- 
siguiente la diferencia S.C. —s.c. tambien lo podra 
llegar a ser L. 3. 0 Q. D. D. 

Cor. ' Luego con mas razon se podra circunscribir 
6 inscribir a la esfera un cuerpo tal, que la diferencia 
‘ entre cual quiera de sus superficies y la de la esfera sea 
'menor que cualquier cantidad dada. 

432 Teor. La superficie de la esfera es igual d la 
circunfereneia de un circulo maxima multiplicada por 
si didmetro . 
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Bern. Conservando las imsrnas denormnacionec 
de antes, se.tendra respecto del cuerpo circunscrito 
S .Cfecircunf. Rx H, 

pero ai paso que aumenta el numero de lados del 
poligono, disminuye 5 .C. y se va acercando a S.E . 
de modo que su diferencia (431 cor.) puede llegar a 
ser menor que cualquier cantidad dada ; y como al 
mismo tiempo el product© circunf.RxH se acerca a 
circunf.RxBy pues Hsq acerca (344) aDy circunf.R 
es cornua, resulta que las dos cantidades variables 
S.C. y circunf.RxH, siendo siempre iguales, se pue- 
den acercar respectivamente a las dos constautes S.E . 
y circunf.RxH j luego (231 cor.) estas soil iguales, 
6 se tiene S.E.~ circunf.RxH , que es L. Q. D. D. 

Cor. Si en vez de circunf.R se sustituye su va- 
lor (347) , sera 

S.E.— 2 ‘ 7 rRxB~‘itX 2 RxBz=i 7 rxDxB~nD !1 - 7 
que es la formula general que da todas las que tie- 
nen relacion con la super ficie de la esf era. 

433 Como la superficie de un rirculo maximo de 
la esfera sera <xR 2 , y B 2 ~(2R) 2 ~4R 2 , se sigue que 
la superficie de la esfera es cuddrupla de la de uno de 
.sus circuios mdximos . 

. 434 Teor. A toda esfera se pueden inscribir y ctr- 
cunscribir dos cuerpos , tales , que la diferencia entre 
sus volimenes sea menor que cualquier cantidad dada , 

Espl. Sean ahora V.C . , v.c. los volumenes de dos 
cuerpos circunscrito e inscrito a la esfera; £.C., s.c . 9 
sus superficies; R, r, los radios rectos de los poligo- 
nos jeneradores; y digo que la diferencia V.C 
puede ser menor que cualquier cantidad dada. 

Bern. Por lo dicho (426) se dene 
F.C.= 5 .C.x|R, v.c.—s.c.xiri 
y restando sera V.C.— u.c.= 5 .C.x|R— s.c.x§r; 
y como la diferencia entre los factores puede ser 
(431 y 344) respectivamente menor que cualquier 
cantidad dada , resulta que lo mismo sucedera £ 
los productos, y de consiguiente a F.C.— v.c. c uyo 
valor espresa. L. Q. t>. D. 
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Cor . Luego con mas razon se podri circunscribir , 
£ inscribir en La esfera un cuerpo tal , que La diferen- 
cia entre su volumen y el de la esfera sea menor que 
cualquier cantidad dada por pequena qua sea. 

435 Teor. El volumen de la esfera V.E. es igual 
& su supcrflcie S.E. multiplicada por el tercio del ra - 
dio R, 6 V.E.rzS.E.xfR. ' 

Dem. Coriservando las mismas denominaciones 
de antes, se tendra V.C.~S.C.x±R$ 
pero al paso que crece el numero de lados del poll- 
gono jenerador , va acercandose V.C. a F.E., de mo- 
do que su diferencia puede ser menor que cualquier 
cantidad dada (434001.)} y como al mismo tiempo 
la espresion de V.C . , esto es, S.C.xfR, se va acer- 
cando a S.E.x^R todo lo que se quiera (229 cor. 3. 0 ) 
por hacerlo S.C. a S E., y ser comun resulta 
que las dos cantidades variables V.C. y »S.C.x|R, 
siendo siempre iguales, se pueden acercar todo lo 
que se’qurdra a las dos coristantes V.E. y £.E.x|R} 
luego (231 cor.) estas son iguales, y se dene 
V;E.~S.B.x±R, que es L. Q. D. D. 

Cor. Sustituyendo en vez de S.E. su valor (432 
cor.) sera V.E.=vrD 2 x±R—nD 2 xlD—%<rtD s ~ 
$*3,141 5 9& c * xD s =o, 523 $ 9 $ x D 3 , 
que es la formula de donde se sacan todas las que 
tienen relacion con el volumen de la esfera. 

Esc. i.° Sustituyendo 2 R en vez de D, el volu- 
men de la esfera sera, ^.E.~7r(2R) s x|^=4irx|E^ 
y el del hemisferio EKG, que llamaremos H , sera 
if=2‘7rx~E 3 . Ahora , si concebimos el cilindro ELPG 
circunscrito a la esfera, y cuya altura sea el radio 
de la misma esfera, su volumen llamandole G sera 
(§ 414 cor.) G=nR 5 . 

Restando de esta ecuacion la anterior , el resi- 
duo representara la porcion de cilindro circunscri- 
to ELTPGKZSQ, cuyo volumen tendra por espre- 
sion G — H=nrR 3 — 2‘7rx|^ 3 ~(i — |) , 7rR 3 =7rx|-R 3 . 

Esc. 2. 0 Ahora podriamos coinparar las espre- 
siones de las superficies y volumenes de todos los 
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cuerpos que hemos dado a conocer, y determiner h 
razon en que estaban ; pero solo 16 haremos con los 
que se Hainan semejantes , que son aquellos que es- 
tan ierminado$ por un mismo niimero. de caras se- 
mejantes; y cuyos ang-Ulos solidos. homologos son 
iguales eu niimero y en cantidad, Sean V , v 9 los vo- 
liiinenes de dos cuerpos semejantes ; A, B, C, las 
tres dimensiones que consiituyen ai primero, a , b ? c, 
las del segundo; y tendremos /^rsABC, v^abc , y 
formando' proporcion sera F:v::ABC:abc ; y coino 
por ser semejantes , todas sus dimensiones han de ser 
proporcionales , sustituyendo (189) en vez de B, C 
y h , c , sus proporcionales A, a, se tendra V:v::A 3 :a 3 j 
que manifiesta que /oj volumenes de dos cuerpos se - 
mejantes son como los cubos de sus dimensiones ho- 
mo l ogas. 

TRIGONOMETRIA RECTILINEA, 

436 Se llama Trigonometric; la ciencia que trata 
de la resolucion de los triangulos, Cuando el trihn- 
gulo que se ha de resolver es reciilineo, la Trigo- 
nometria se llama plana , 6 rectilinear y. cuando esta 
formado sobre la superficie.de una esfera por arcos 
de circulos maxim os se llama Trigonomstria esf erica. 

En todo triangulo hay seis cosas que considerar, 
a saber , tres lados, y tres angulos ; treade estos dar 
tos determinan un triangulo con tal de que en los 
rectilineos entre un lado), y por lo mismo el objeto 
de la Trigonometria es resolver este problema ge; 
neral: . , 

Dadas tres de las seis cosas de que consta un trian • 
gulo , hallar las otras tres ; Q$tos datos bien combi- 
nados, ofrecen los seis casos siguientes para la resQ? 
lucion de los triangulos. 

I. Dados los tres Judos 9 hallar los tres angulos. 

p. Dados dos l ados y el dngulo comprendido r 
hallar el otro lado y los dos' angulos. 
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III. Dado un lado y les dngulos adyacentes , ha - 
liar el otro dngulo y Los dos lados, 

IV. Dados dos dngulos y un lado opuesto d uno 
de ellos, hallar los otros dos lados y el tercer dngulo , 

V. Dados dos lados , y el Angulo opuesto a uno de 
ellos , hallar el otro lado y los dos dngulos . 

VI. Dados los tres dngulos , hallar los tres l.a-dost 

437 Los tres primeros son los de la igualdad de 
los triangulos j y como el cuarto es lo mismo que el 
tercero , porque dados dos angulos se conoce el otro 
(289 cor. i.°), resulta que en los cuatro primeros 
cases siempre se puede resolver el triangulo. 

438 En el quinto se pueden dar dos soluciones 
cuando el angulo conocido es el opuesto al lado me- 
nor, porque los datos pueden corresponder a dos 
triangulos, como manifiesta la (fig. 140) en que los 
dos triangulos ABC, BDC tienen los mismos datos, 
a saber, comun el angulo en C, y el lado AB=BD. 

439 El sesto caso es de todo punto indetermina- 
do en los triangulos rectilineos j porque los datos 
pueden corresponder a cuantos triangulos se quie- 
ran; pues tirando las be, fcV, paralelas a BC (fig. 
141), los triangulos ABC, A be, kb'c', y otros mu- 
chis'mos que se podrian formar, todos son equian- 
gulos , y por consiguiente tienen los mismos datos. 
Pero como en este caso los triangulos son semejan- 
tes (331) y tienen sus lados proporcionales , la Tri- 
gonometria manifiesta de un modo general la rela- 
cion que tiene entre si. 

440 Para fijar es.ta relacion , y que quede deter- 
minada cuando se conoce uno de los lados , se ha 
inventado un conjunto 6 sistema de lineas , que se 
llaman lineas trigonometricas j las cuales estan dota- 
das de dos propiedades importantes: i. a que con su 
magnitud y signo determinan la magnitud absoluta 
de un arco , y de consiguiente la del dngulo de que es 
medidajy 2. a que dichas lineas son proporcionales 
con los lados de los triangulos, 

441 Para darlas a conocer, consideremos un arco 
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cualqUiera AB (fig. 142), que teniendo su priricipio 
li orijea en A, vaya a terminar en cualquier punto 
B de-la circunferencia j y lo que se diga de este-ar- 
co se debera entender del anguio ACB de que es me- 
dida. Esto supuesto, se llama seno recto 6 seno de un 
arco, la perpendicular tirada desde uno-de sus es- 
tremos al radio 6 diametrp que pasa por cl otro e$r 
tremo; asi, BD es el seno del arco AB'JLa parte 
AD del radio 6 diametro incerceptada entre el prin- 
cipio A del arco y el pie D del seno, se llama seno* 
verso del mismo arco AB Si en el principio A del 
arco se lira la tangente indefinida Ae, y se prolon- 
ga el radio CB hasta encontrarla en E, la parte AE 
se llama tangente trigonometric a 6 tangente del arco 
AB ; y el radio CB prolongado hasta encontrar a la 
tangente , esto es , la CE , se llama secante del mis^ 
uio arco j de manera que la tangente y secante se do 
terminan mikuamente la una a la otra. Asi, se dice 
que la tangente de un arco es la parte de la tangen- 
te tirada en uno de sus estremos , * hasta encontrar al 
radio que pasa por el otro estremo $ y secante es el 
radio prolongado que pasa por un estremo , hasta en- 
contrar d la tangente tirada en el otro estremo . Don^ 
de se v-e que todo arco ti'ene cuatro lineas: un seno r 
un senovsrso , una tangente y una secante. 

442 Si consideramos ahora el arco BF, la BH 
sera su seno , FH su senoverso , F6 su tangente , y 
CG su secante ; y suponiendo que ABF sea un cua- 
drante, BF sera complemento de AB , y las lineas 
BH, FH, FG, CG,.seran las lineas del complement 
to de AB. En muchas ocasion es se hace uso de es * 
tas , refiriendolas todas ai arco primitivo j por lo 
cual a cada arco corresponden ocho lineas trigono- 
me tricas : cuatro, propiamente suyas , y cuatro de 
su complemento, a saber: seno , senoverso, y tangent 
y secante , y las del complemento que se espresaa 
cosenOy cosenoverso , cot an gent e , y eosecante. Para in- 
troduce estas lineas en los calcnlos, solo se escri*? 
ben las letras indispeqsables para que no se coufua- 
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dan unas con otras; asi, solo se pone sen., server., 
tang., sec., cos., cosver., cot., y cosec. 

Cor. i.° Como BH=CD, por lados opuestos del 
rectangulo DCHB, se sigue que CD tambien sera el 
coseno de AB , y por lo mismo en tirando el seno de 
un arco, la parte interceptada entre su pie y el centra 
es el coseno de dicho area . 

Cor. 2. 0 Luego si espresamos en terminos tri- 
gonometricos la proporcion (333, i. a ), dira que el 
senoverso de un arco 6 de un dnguio es d su seno , co- 
mo el mismo seno es d la suma del radio y del coseno 
f lei misino dnguio. 

443 Teor. El seno de un arco es la mitad de la 
cuerda de un arco duplo. 

Dem. Porque si prolongamos el seno BD hasta 
que vuelva a encontrar a la circunferencia por aba- 
jo en el punto S, tendremos que por ser CA per- 
pendicular a BS, la dividira (293) en dos partes 
iguales en D, y tambien (294) al arco BAS ; por 
consiguiente sen.AB=BD=^BS==-§euerda 
BAS=f cuerda 2AB , que era L. Q. D. D. 

Cor. Como (290) la mayor cuerda de un circulo 
es el diametro, resulta que sti mitad, que es el se- 
no de un cuadrante, 6 el radio es el mayor seno que 
se puede considerar. 

444 Teor. Conocido el radio de un circulo se co- 
noce el valor absoluto de tres tineas trigonometric as f 
d saber: el seno de un cuadrante, que es el mismo ra~ 
dio j la tangente de 45 que tambien es igual al radio; 
y el seno de 30° que es igual d la mitad del radio. 

Dem. i.° Esta fundado en lo que se acaba de 
demostrar (443 cor.), 

2. 0 Si se supone el arco AB 6 el angulo ACB de 
45 °) el AEC valdra tambien 45 0 ; luego el triangulo 
BAC es isosceles, y da AE=AC, 6 tang.4S°=iC 
Si el arco AB fuese de 30°, su duplo BAS 
valdria 6o°, y la cuerda BS seria lado de exagono 
regular que es (317 cor, 8, Q ) igual al radio R-, luego 
su mitad BD 6 sein39 Q =f& ? que es L. Q. D. D. 
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445 Teor. Dado el seno de un arco y el radio , se 
pueden determinar en valores suyos todas las demas 
tineas trigonometricas . 

Dem. El triangulo BDC rectangulo en D , dara 

(3 32 cor.)BD 2 +DC 2 =BC*(a),6 DCizs/BC^BD^b^ 

y sustituyendosus valores s^ra co s.z=z\/R 2 — sen. 2 (c). 

Haciendo R=z 1 , las- ecuaciones de arriba se con- 
vierten en 



sen. 2 -hcos. 2 =i (d), cos,=\/i— sen. 2 (e). 

Ahora , por ser AE tambien perpendicular a AC, 
las BD, y AE seran paralelas, y los triangulos se- 
inejantes AEC, BDC daran . 
DC:AC::BD;AE:;BC:EC j 6 cos.:i::sen.:tang.::i:sec. 

.Donde despejando la tangente y la secante, reft>- 
riendonos a la primera razon, se tendra 



sen. 

tang.= == (e) 

cos* 



sen. 

\/i— sen. 2 




se c.:=~ 



IXI 



cos. cos. ,J V ' I _ sen> 2 




Los triangulos BDC, GFC tambien son semejan- 
tes , por ser ambos rectangulos , el uno en D y el 
otro en F, y tener ademas el angulo DBC—GCF 
por alternos interims entre las paralelas BD , FC, 
siendo GC la secante; luego daran 
BD:CF::DC:FG::BC:CG, 6 sen,:i::cos.:cot.::i:cosec. 



De donde sale cot.=— =(e) — (h), 



sen* 



sen. 



ixr 1 

y cosec.= — — 

sen. sen, 




Las ecuaciones (e), (f), (g), (h)* (i) r tnanifiestan 
que todas las lineas trigonometricas dependen del 
seno y del radio. L. Q. D. D. 

Esc. Es muy conveniente encomendar a; la me* 
inoria las formulas 
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r ' sen. 




1 

sec.— , cot.: 

cos. 



cos. 

sen. 



1 

y cosqc— , 

sen. 



por las muchisimas transformaciones de que son sus- 
ceptibles, y que cada una da un valor particular 
para la linea que se despeja. Ademais debe observarse 
que el triangulo rectangulc CAE da AC 2 =EC 2 — AE 2 , 
6 i:=sec. 2 — tang. 2 , que tambien da sec. 2 =i-Hang. 2 $ 



1 



y como de la (ec, g) se saca cos.= sera 

sec # 



- *2 I 

COS. = .!=a- 



I 



sec. 2 i-Htang 



2’ 



446 Entendido esto , para determinar las altera* 
ciones que corresponden a las lineas de un arco, por 
las que puedan sobrevenir al misino arco , y mani- 
festar la jeneralidad de las formulas halladas , y su 
conformidad con sus definiciones y construcciones 
geometricas, prescindiremos del senoverso y cose- 
noverso, y principiaremos fijando las ideas del mo* 
do siguiente. 

Sea A el principio n orijen de todos los arcos que 
vamos a considerar $ y todos los arcos que se cuenten 
desde A hacia B , F , &c. seran positivos , y todos 
los que se cuenten desde A hacia S, Y, &c seran 
negativos. Sea LAe una tangente indefinida , donde 
se han de contar todas las tangentes, llamando po- 
sitivas las que se cuenten desde A para arriba , y 
negatives las contrarias ; sea GFU una cotangente 
indefinida , donde se han de contar todas las cotan- 
gentes,, llamando positivas las que se cuenten a la 
izquierda del punto F, y negativas las que se cuen- 
ten a la derechaj sea AP el diametro sobre que se 
han de tirar perpendiculares todos los senos , 11a* 
inando positivos los que esten por la parte de arri*. 
ha, y negativos los que esten por la parte de abajo; 
sea este mismo diametro donde se han de contar los 
cosenos, llamando positivos los que esten ala iz* 
quierda ? y negatiyos los que esten a la derecha dei 
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fcentro C $ y como las secantes y cosecantes varfan 
de direccion a cada arco, sin que haya linea ni pun* 
to fijo en que se puedan contar, solo las llainaremos 
negativas cuando no cumplan exactamente con su 
detinicion , 6 lo que es lo inismo , cuando no sea el 
radio que pasa por el otro estremo del arco el que 
encu^ntra a la tangente, sino el radio que esta en 
direccion opuesta. 

Sentado esto, si el arco AB crece y se convierte 
en AB b, su seno bd sera mayor que BD j pcrque a 
mayor arco bAt corresponded mayor cuerda que a 
BAS , esto es , bt > BS ; luego %bt E> f BS, 

6 sen.AB/7 > sen.AB. 

£1 coseno C d sera menor que el CD del primero, 
porque es parte respecto de el. La tangente Ae se- 1 
ra mayor que la AE del primero $ porque como la 
ha de determinar la secante Cb , y esta pasa por fue- 
ra de la CE , la ira a encontrar mas arriba (6 por 
fuera) del punto E. La secante Ce ha de ser mayor 
que la CE, por separarse mas de la perpendicular 
CA. La cotangente Fg debe ser menor que FG, por- 
que debiendoia terminar el radio Cb prolongado , y 
estando este entre CG y CF debera encontrar a la 
FG antes del punto G. La eosecante Cg debe ser me- 
nor que la CG, porque se separa menos de la per- 
pendicular CF. Luego cuando crcce un arco sin lie- 
gar al cuadrante , crecen sus Uneas y mengtian sus co- 
Itneas . 

Esto mismo lo ctfnftrman las formulas ( 445 ) < l ue 
espresan sus valores. 

447 Si el arco AB b contimia creciendo, y se con- 
vierte en el cuadrante ABF, entonces de las seis 11 * 
neas trigonometricas , dos son iguales con cero , a sa- 
ber , el coseno y la cotangente $ dos con el radio , a 
saber, el seno y la eosecante 5 y dos infinitas y a saber, 
la tangente y la secante. 

En efecto , el coseno se reduce a cero , porque 
habiendose confundido el estremo del arco con el ra- 
dio CF no hay distancia ninguna entre el pie del 
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Ho y el centro. La eotangente lo hace igualmente, 
porque ha de ser la pane de la tangente geometric* 
levantada en el punto F, y comprendida entre di- 
cho punto y el paraje en que la encuentre el radio 
que pasa por F j luego para encontrar a dicho radio 
no necesita salir ni separarse del punto F, y por lo 
mismo se redueira a cero dicha eotangente. 

Siendo el seno entonces la mitad de la cuerda de 
i8o° 6 7 r, que es el diametro, se convierte en el ra- 
dio. La cosecante es tambien igual al radio.5 porque 
la cosecante es el radio prolongado hasta que en- 
cuentre a la eotangente, que se ha reducido al pun- 
to F j luego no se debe prolongar nada dicho radio 
para encontrar a la eotangente. 

Finalmente, la secante y tangente son infinitas; 
porque siendo ABF un cuadrante, la FC es perpen- 
dicular a ACj y siendolo tambien la AE, resulta que 
estas dos lineas son paraielas, y no se pueden en- 
contrar j luego seran infinitas. 

Todo esto lo dan a conocer tambien las formulas 
halladas (445)? como cualquiera puede comprobarlo. 

448 Sea ahora el arco AFM j y se tendra su seno 
MN positivo, su coseno NC negative ) , su tangente 
AL negative * , y su secante CL negativa. Porque 1* 
tangente cae por la parte de abajo del punto A, y 
la secante en vez de ser el radio CM prolongado hk- 
cia Q, es al contrar.io prolongado desde C hacia L- 
Para deducir sus valores negativos como deben ser> 
consideraremos los triangulos semejantes CNM, CAL* 
que dan CN:CA::NM:AL::CM:CL ? 

6 — cos.:i;;sen.;tang.;:i:see», 

de donde sale tang.rr- , y sec.—- — * — , 

cos. cos. 

La eotangente FY es negativa , y la cosecante CV 
zspositivaj la eotangente es negativa, porque va 
desde F hacia la derecha j y la cosecante es positiva, 
porque siendo la secante del compiemento, es exac- 
tenjente el radio prolongado que pasa por el estre** 
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mo dei arco hasta encontrar a la cotangente, 1 

Coniparando lo's lados de los triangulos se- 
mejantes- CMN , GFV, se obtienen estos mismos 
resakados* 

• 449 Supongamos que continua el arco crecien- 
do j y_se convierte en AFP ; y se tendra su seno r:o, 
su cos.=— i j 'su tang.=— o ? su see.~— i $ su cotan- 
gente FV y su cosecante CP prblongada Ilegan a 
ser paralelas, y por consiguiente son infinitas. 

450 Sea ahora el arco AFPZ , y se tendra su se- 
no ZN negative sa coseno GN negativoj su tangen- 
te AE positivaysa secante CE negativa (porque en 
vez de ser ei radio CZ prolongado hacia X , es el 
mismo radio prolongado hacia la parte opuesta); 
Su cotangent^ FG es positivaj y su cosecante CG 
(que son' las lineias del compiemento FPZ del arco 
que co aside rainos) es negativa j la prhnera por ir 
desde F hacia la izquierday y la segunda, porque 
en vez de ser el. radio CZ prolongado hacia X, 16 
esta a l contra ri'ol ' 

Sus valores se deducen de- los ttiangiilos seme-! 
jantes CNZy CAE, y de lo's CNZ, CGF. 

* 45 1 Supoagarrios ahora que £l arco ilega a ser 

los tres cuadrantes, esto es, AFPYj y tendremos 
Su seno CY negative c =-^i : su ebseno que se re- 
duce al puiito *C ' sera — o’ysu tahgente AE Ilega 

a ser =00; y su secante CE=— 00 ( porque vienen 
a ser- paraielas) y su cotarigente se reduce ai punto Fj 
y por eotisiguiente es =0; y su ; cosecante se redu- 
ce al radio CF negative o = — t. 

452 ' Sea anora ei arco A : FPYS-el -que vamo's a 
considerar, y tendremos su seno SD negativoj su co- 
seno’ CD poritivo ; su tangente* AL negativa j su ' se- 
cante CL positivaj su cotangeme FV negativa $ y su 
cosecante CV iguaiuiente negativa . 

Para deducir sus valores se corisideran los trian* 
gulos semejantes CDS, CAL, y los CDS, CFV’i 

453 Supongiinos ahora que el arco Ilega a ser 
toda la circunierencia j y sc tendra su seno 



TRIG 0 N 0 MKTR 1 A RECTII^NEAr 335 

su coseno =1$ su tangente =—oy su secante =ij 
su cot.= — 00 y su cosec:= — 00. 

454 Si el arco continuase creciendo , se tendriaa 
los mismos valores que antes , con solo anadir una, 
dos 6 mas circunferencias a cada arco de los que aca- 
bamos de considerar. 

, 45 5 Supongamos ahora que el arco AB , en vez 
de ir creciendo , va menguando (con lo cual rnengua- 
ran sus lineas y creceran sus colineas) hasta llegar 
a cero, y tendremos: su seno —oy su coseno =1$ 
su tangente =0 y su secante =1 y su cotarigente rzoo^ 
y. su cosec.=oo. Donde es digno de notarse que to- 
das las lineas de un arco cero son las mismas que las 
de la . circunferencia entera , pero se diferencian en 
posicion , escepto el' coseno y la secante. 

. 456 Supongamos ahora que el arco continiia 
menguando todavia , 6 por mejor decir , que crece 
en un sentido opuesto ai de antes , y se llega a con- 
vertir en AS y tendremos su seno SD negativo y su 
coseno CD positivoy su tangente AL negativa y su 
secante CL positively su cotangente FV negativa y y 
su cosecante C V tambien ■ negativa . 

La cotangente del arco- negativo AS sera la tan- 
gente del complemerito de dicho arco y pero el com- 
plement de un arco negativo debe ser este mismo 
arco mas un cuadrante y liiego el complemento de que 
tratamos* es todo’el arco SAF y y c'omo la tangente 
de este' arco es la FV negativa, y : su secante es la 
CV tambien negativa^ resuita que la tangente y co- 
secante del arco negativo son negativas.* - 

• Luego cuando un arco pasa de positivo a nega- 
tivo, solo varian de sigiio el seno, tangente, cotan- 
gente y cosecante j.*y p’ermanecen? las mismas la se- 
cante -y el coseno. 

457 4 Todo lo espuesto manlfiesta h perfecta con-" 
formidad de las formulae de las lineas trigonometri- 
cas con su misma definition y construction geome- 
trical y se deduce que como todas las lineas vienen 
espresadas en ei seno y el coseno, en sabierido los 
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yalores a,bsolutos.y signos de estos, se hara-fe sus^ 
titucion conveniente, y setendran los valores .y sig* 
nos de tpdas las demas lineas. trigonometricas. 

458 Para hacer esta sustitucion con facilidad* 
conviene tener bien presente que en el primer cua-. 
drante que se considere se tienen senos y costnos po- 
sitives $ y en el 2. 0 senos positives y cosenos negatives ^ 
en el 3, 0 senos y cosenos negativosj y en el 4.- send*' 
negativos y cosenos positives. . 

459 Consideremos aho-ra dqs areos AFM, PM, 
que el uno tenga su orijen en. A , y el otro en P, y 
que sean el uno suplemento deLotro , 6 entre los dos 
valgan la semicircunferencia,,, y tendremos que el 
6eno MN ^pnyiene en un tpdo a ambos- areas. El eo- 
seno MT 6 ,CN es tainbien ei. mismo en magnitud. 
para lo ; s dos areas AFM , MP j pero.se difereneiaa 
en posicion, p Lies, res pecto del, AEM se cuenta des- 
de el pie N del seno hacia ei principio A del- arco, 
y en el MP se cuenta desde..el,pie del seno hacia la 
parte opuesta del principio P del arco MP.Xa co- 
tangents FV conviene en magnitud; a los dos arcos; 
AFM, MPj pero.se difereneiaa en posicion , por, 
razones analpgas- a las^anteriores* Los jriangulos 
QAL, CPQ, por tener GA=CP,Jk)s Angulos en C. 
iguaies por opuestos al yertice, y los en: A y en P 
por rectos.,- son iguaies (261),,, y dan.. A.LrsPQ^ 
CL=~CQ; lo que rnanifiesta que, la, tangente..y se- 
cante del arco • AFM son igual^s en magnitud.a las. 
c£el arco PM j pero ambas ; §e diferencian:,en,posicion > 4 
porque la tangertte AL del pri'mero.se euduta en-un.: 
sentido ppuesto a aquel en que se ha contado el ar- 
co j y ia PQ del -segundo se cuenta en el mismo sen- 
tido que su arco. La secante CL del arco AFM^, en 
vez de ser el radio proiongado que pasa por el es-> 
tremo M del arco, e$ la prolongacion de este raqi° 
en un sentido opuesto* la secante- CQ del arco PM-. 
es positiva j porque cumple' exaetainente con su de-- 
finicion. Esto mismo sucede a la oosecante CV, y de, 
consiguiente .conviene en. magnitud. y posicioii- a am-.' 
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bos arcos. De donde resulta , que las tineas de un 
arco son las mismas en magnitud que. Las de su suple- 
mentQ y pero se diferencian en position , escepto el seno 
y la cosecante y que convienen en un lodo a auibos 
arcos. 

Con gener. De toda la doctrina espuesta se deduce 
que si espresamos por '\<it el cuadrante ABF, y por 
m el arco BF , sera 

sen.AB=sen.(ABF— BF)=sen.(| < 7T* ; —7w)=BD=cos.w, 
y cos. AB=cos.(f 7T — ?u)=BH=seri.m. 

' Si se hace FMrz m, sera sen.AFMrrsen.^tf-mJss 
MN=cos.7?7, y cos. AFM= 

— CN= — sen.77-j. 

Y si hacemos PM=77z , sera 
8 enAFMt=:sen(AFP^PM)=sen( 7 r^ 777 )=rMN!=sen 7 nj 
y cos. AFMzzcos . (<rr —777)= — C 3 S 3 =cos . m. 

460 Puesto que dado el radio ZC. de un circulo, 
se conoce el seno de un cuadrante y la tangente de 
45 0 que son iguales con el , y el seno de 30° que 
yaie la mitad del radio , y conocido el seno de un 
arco se pueden cbndcer todas sus lirieas trigonome- 
tricas , ' vamos a ver como por su : medio se podran 
daicular las de todos los arcos j para lo cual se tie- 
lien las tres proposiciones siguieiites en el su puesto 
de ser el radio ZC=± 1 , y de que para indicar el cua- 
drado de una linea trigonoixietripa de un arco A , 
por ejemplo de un seno, se escribe indiferentemente 
sen. 2 y 4 , 6 sen .A* Vfg, 

1 , 3 Dado el seno de un arco A , el seno de la mitad 

viene espresado por 2— 2\f 1 — sen. 2 A. 

[j Dem. Sea (tig. 143) el arco AHB=^ , y BD su 
seno$ con lo cual tendremos que si tiramos la cuerda 
AB, su mitad AE sera el seno pedido ; y como 

AE=|AB=(§. 333, cor* i.°)|v / 2ACxAD= 

|V / 2AC(AC— CD)=£\/ 2X r ( 1 —cos . AHB)= 

\V 2 — acos.A.HBrrf \/ 2 — acos .A— 

T. I. 
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(§ 445, €)\\/ / ^ 2—2V 1— sen.M,quee$ L. Q. D. D* 
2. 1 Dados los senos y por consiguiente (445) /os 
cosenos de Jos arcos A, B Los. senos y cosenos de la. 
suma y diferencia de dichos arcos son : 

C SQn.(A+B)=sen.Acos.B-t-sen.Bco$-A (m), 
i cos.(A-hB)=cos.Acos.B-- sen.Afsen.jB (n), 

{ sen.(A~B)=sen,Acos.B—sen. Bcos. A. 
CQS.lA~B)=cos.Acos.B+SQn.Ascn.B. 

;• Dew. Sean (figr 144) AB=^, y BD=B, los ai> 
cos dados - r colocando el uno a. continuation del otro* 
sera ABDzr ABh-BD=^ 4-B , y poniendo el BD de$r 
' de B hasta M y sera : AM= AB— BD=^~B ^ luego 
bajando las perpendiculares DE 1 , MP al radio AG 

( DFr=sen.ABD=sen.(^+B); V 

seri ) CF =cos'.ABD— cos.(^-j-B), ( , p 
* a ) MP=sen.AM =sen.(A— B), ( .W- 

( CP =cos. AM —cos .( 4 —B); ) ( f ' 

Para determihar estas lineas en valores de las de 
los arcos dados-, tiraremos la cuerda MD , y el radio 
CB que (294 esc.) le sera perpendicular, y tambien 
liraremos la- BE perpendicular a la AC, y tendremos 
que las- lineas; de ios arcos dados 



„ fBE=sen.,4' CE=cos.^« 

seran | D H= S en.B, CHrrcosvB , . -1 

Si ahora tiramos la HK paralela a BE , y las HL, 
MN,> paralelas- a la AC , y observamos que los trian- 
gulos MNB, HLD (por tener MH=HD por lo dicbo 
antes , el angulo HMNrzDHL por correspondientes 
entre las paralelas MN 7 HL siendo MD la secante, 
y el angulo MHNr HDL, por la misina razon entre 
las paralelas HK, DF, siendo tambien la secante MD) 
son iguales, y dan MN=idL, y !S’H=LDy las lineas 
DF, CF, MP, CP que tratamos de conocer j las po~ 
dremos espresar del niodo siguiente; 
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r DF=DL-i-LF*=DL~j-HK, 

' GF =CK — FK=CK — HL ? 

, MP=NK=HK— NHuzHK — DL, 

CP =CK^RF=iCK -f-MN=CK+HL. 

Puesto que los triangulos CBE, CHK son semejantes >; 

, t\C OB:CH: :BE:HK: :GE:CK, 
daran l 6 i:cos.B::sen.^;HK;:cos.^:CK, 

que despejahdo el cuarto y sesto' termino, r.efiriendo- 
nos; a la .primera razon 7 se jtendra HK=sen. 4 cos.B, 
CK==coSr 4 cos.B. , 

Los triangulos CBE, DHL, por tener sus lados 
perpendiculares, seran (331 cor. 4 . 0 ) semejantes y 

: C CB:DH::BE:HL::CE:DL , 

dara^ f 6 q. :se n.j3> ;se ri.4:HL:;cos.4:DL > - 

de donde resultara, 

• HL=sen.4sen.B , DL=sen.Bcos.4. 

Luego sustituyenao estos valores en las ecuacio- 
nes.(P) , y poniendo los primeros miembros por se- 
gundos ; nos resultara 

^ sen.(4-hB)=sen.4cos.B-hsen.Bcos.4. 

. I cos.{A-bB)izzcos.Acos B — sen .4sen.B. 

5 sen.(4— jB)= 2 sen. 4 cos.B— se n.J?cos.4. 

I cos.(A~~B)zzcos.Acos.B-hsen .Ashn.B. 
queues L V Q. D. D, . 

3 a Dado el jewp , y J)or^qo«siguie^te uy 4' posetio de 
un arco A cl seno y coserio del arco du^lo' son : 

sen.2^==2sen.4cos.^=:2sen.4Vi~sen. 2 4 (p), 

. cos.24j==cos; 2 ^— sen. 2 ^=£i»-’2sen; 2 4- (q). 

Dem. No hay mas que en las formulas anteriores 
hacer B—A y y sustitUir despdes en vez de cos.4 su 

igual \/ : i ^sen 2 4, y 1 — sen, 2 A en vez de cos* A. 

Cor . Si hacemos 2 A=A\ sera A~~A-^ y si sus- 
tituimos en las formulas, anteriores , ^e tendra 
sen.A'—2sen.%A / cos. \A'^ 
cqs.A'^cqsA^A 7 — sen . 2 ^ A'j 
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y como cos.*£A'==. i-^fen.*^', sera 

cos.A'=i — sen. 2 fA' — — 2sen. 2 fi4'. 

461 Si en la formula (m) se liace 5=2^, se con- 
vertira eu SQn.^A=sQn t Acos, t 2A-hsci\.2Acos.A 5 y 
poniendo en vez de cos.2 A, sen. 2 A> y cos. A, sus 
valores (q), (p) y (e) (445) todo espresado en valores 
del seno , se tendra scn.$A=:sen.A(i — 2sen.A 2 )-f' 

2sen.^V' 1 — sen. 2 ^x\/i—sen. 2 ^= 
sen.'A — 2sen. 3 ^-h2sen.^(i— sen 2 y^)= 
sen.^ 4 — 2sen. 3 //-H2sen.^f — 2Scn. 3 Azi^scnA — 4s en 3 ^, 
que es la formula que espresa el seno del arco triplo 
en valores del arco sencilio. Igualmente se puede ha~ 
liar el coseno del mlsmo arcd ^y por procedimientos' 
analogos se pueden determinar todas las lineas tri- 
gonometricas de cualquier arco multiplo de dtro 
dado. 

462 Ademas de la propiedad de determinar la 
magnitud del arco, se verifica tambien que -todas las 
lineas trigonometricas son prop or cion ales con los ra- 
dios de los circulos con que est tin trazados los arcos. 

Dew. En efecto , si suponemos que haeiendo cen- 
tro en C (fig. 145) vertice del angulo DCG , se tra* 
zan con los radios CA, CD, dos arcos de circulo 
AB , DG , y bajamos desde A y D , las AP, DE per- 
pendiculares a CG , resultara que seran los senos 
respectivos de los arcos AB , DG , que tendran unr 
mismo numero de grades por ser ambos medida del 
angulo DCG; las lineas CP, CE, seran sus cosenos^ 
y levantando en B y G las perpendiculares BN, GM 
a la CG >t seran las tangentes, y CN, CM las secan- 
tes. Ahora los triangulos semejantes CDE , CAP, 
dan CD:CA::DE:AP::CE:CP , 6 poniendo en vez de 
estas lineas sus valores, y acentuando las lineas cor- 
respondientes al radio CA, que tambien senalare- 
mos eon la R ' acentuada , sera 
R : R f : ; sen. ;sen. :cos A . : cos . (a) ; los triangulos seme- 
jantes CGM , CBN , tambien daran 
CG;CB::GM;BNr;CM;CN , 
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6 RiR'.Ttang.rtang/.-rsec.rsec/ (b). 

Ahora, completando los cuadrantes GDR, BAQ 
se tendra que RS , QO , seran las cotangentes de 
•los arcos GD , B A j y CS , CO seran las cosecantesj 
y los triangulos semejantes CSR 3 COQ daran 
CR:CQ::RS:OQ::CS:CO, 

6 RIR J : : co t. : co t/: : eos ec. : cosec/ (c). 

Y como las tres series de razones iguales (a) > (b), 
(c) , tieneu cotnun la razon R:R' y enlazando las demas 
porque son iguales , se tendra 
R:R / ::sen.:sen. / ;:cos.:cos/::tang:tang'::sec,:sec/::cot.; 
cot'i.-cosec.rcosec'. 

Cor. Luego si respecto de un radio cualquicra se 
calculan estas lineas para todos los arcos 3 jy al lado de 
cada arco se pone el valor de las lineas trigonometric 
cas que le correspondent las tablas que las contengan 
servirdn para liallar estas mismas lineas cuando cor- 
respondan d otro radio j y adetnas ? por medio de e- 
lias cuando se de un arco , se podrd determinar la mage 
nitud de sus lineas trigonometricas j y dada una linea 
trigonometric a ? se podrd hallar el valor del arco d que 
corresponda „ 

463 Las tablas que se formasen de este modo, 
esto es , que contuviesen el valor de las lineas trigo- 
nometricas en partes del radio , se Hainan tablas tri~ 
gonometricas naturales j pero como todos los calculos 
se hacen’por medio de proporciones , para hacer las 
operaciones con facilidad y prontitud, se ha tornado 
el medio de que las tablas contengan, no las lineas 
trigonometricas naturales , sino el logaritmo corres- 
pondiente a dicho mimero de partes del radio a que 
equivalgan j y en este caso que es como las usamos 
se Hainan tablas trigonometricas artificiales. Las de 
D. Tadeo Lope y Aguilar , que como ya hemos di- 
cho en otra ocasion , son a las que nosotros nos re- 
ferimos, estan calcuiadas de io en io segundos ; cu- 
ya construccion y uso omitimos por razones analo- 
gas a las espuestas (208), y pasareuios a la 
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Resolution de los tridngulos rectdngulos. 

464 Para la resolution de los triang'nlos .rectan- 
gulos solo se necesitan dos proporciones generates, 
que se llaman analogias. 

1 . a El radio de las tablas es al seno de uno de los 
dngulos agudos , como la hipotenusa esal cateto opuesto 
a dicho dngulo agudo j 6 el radio de las tablas: es al 
coseno de un dngulo agudo , como la hipotenusa es al 
cateto adyacente d dicho dngulo agudo 5 que puestas 
en proporciones dan 

{ £:sen.ang.ag.::hipot.:catet.op., 

R: cos . ang. ag . : : hip. : cat. ady . 

Dem. En efecto , sea CDE un triangulo rectan- 
gulo cuaiquiera j si con una parte CA , igual al radio 
de las tablas , se traza el arco AB , .y se lira la per- 
pendicular AP , esta sera el seno que se halle en.las 
tablas , y CP el coseno $ y los triangulos CAP , CDE, 
seran semejantes (328) y daran 

f CA:AP::CD:DE, 6 i^:sen.ang.ag.::hip,:cat.op., 

' t CA:CP;:CD;CE, 6 R: cos. ang. ag.:: hip.; cat. ady., 

que es L. Q. D. D. 

• Esc . Como el radio de las tablas se considera igual 
con la unidadj, resulta que hallando el cuarto tertni- 
no en las dos proporciones de arriba, 

' - r DE=CDxAP=hip.xsen.ang.op. a DE, 

ra t CE==CDxCP==hip.xcos.ang.ady. a CE, 

cuyas espresiones jmanifiestan que un cateto de un 
triangulo rectdngulo es igual d la hipotenusa multi - 
plicada por el. seno del dngulo opuesto , 6 por el coseno 
del dngulo adyacente , tornados en las tablas . 

465, 2. a El radio de las tablas es d la tangente 
de uno de los dngulos agudos , como el cateto ady a* 
cente d diclio rdngulo es al cateto opuesto , 

<9 Atang.ang.ag.;;cat.ady.;cat.op. 
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Dent . Porque si despues de haber descrito el arco 
AB con el radio CA , igual al de las xablas , se tira 
la perpendicular BN , esta sera la tangente trigono- 
metrica del angulo en C 5 y los triangulos semejan- 
tes CBN, CDE, daran CB:BN:;CE;DE, 

6 i^:tang.ang.ag;;:cat.ady.:cat.op. (A) , L. Q. D. D. 

Cor. De donde iomando el radio por unidad, re* 
sulta DE=CExBN, o cat.—tang.ang.op.xcat.j que 
quiere decir , que en un tridngulo rect angulo cual - 
quier a un cateto es igual d la tangente trigonometric a 
de su angulo opuesto multiplicada por el otro cateto . 

Esc. Se usara la primera analogia cuando la hi- 
potenusa entre en los datos , b sea lo que se busque* 
y de la segunda .cuando no. 

466 Esto supuesjto, para resolver el triangulo 
ABC (fig. 146) rectangulo enC, en que .se da la hipo- 
tenusa AB=327 varas, y el angulo A—^a^i 5", 7* 
se escriben los datos dentro de una Have como se ve 
en (M) y las partes que se buscan dentro de otra (N)$ 
se restara el Angulo A de po° y se hallara el B de 
57 ° 34 ' 44 "> 3 - 

(M) , (N) 

!< Ang.Crrpo*. C Ang.B=57°34'44." 3. 

< t AB==3 27 varas. < BC=i 75,3 17 varas. 
\ Ang.^=32°25 / i5 /, ,7. £ ACi=276,o3i varas. 

Para hallar los lados BC, AC, nos servira la 
primera analogia alternada que sera 

2t:327::sen.32°2 5 / is^7:BC:;cos.32 0 2 5 / i5 // ,7:AC. 

Que hallando por logaritmos el cuarto y sesto 
termino refiriendonos a la primera razon , sera 



log. BC= 



{ •log.sen.32°2 5 / io f/ = 
part.corresp.a$ // ,7= 

l0gr327v, ••••= 

comp.log.R... 



9,7292566 

189 

2,514547^ 

o 



suma 6 log. 175,31 7=* 2 ,2438233 
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! Jog,cos.32°25'io // r; 9, 9264x75 
part.c0rresp.a5", 7= . -76 

log-327 “ 3, 5145478 

comp.log, il». ....... 32 o 

6uma 6 log, 276^03 i=-i*2j4409578 

cuyos valores se colocan en la Have (N.) y se tiene 
resuelto el triangulo. 

- Esc. Si se conociese la hipotenusa y un cateto, 
se despejaria en la . analogia general el segundo y 
cuarto termino , y quedaria resuelto. el triangulo. 

467 Si s.e diesen en .el mismo triangulo un ca- 
teto AC y ei angulo A como se ve en (M)j para ha- 
liar el angulo B se restara el A de 90°, y se tendra 
el B de 5o y 33 / 2 3 // ,2 como se ve en (N). 

(M) (N) 

r ; AC=829 varas. r 
< Ang./i(=39 G 26 / 36 // 3 8. 3 BC=682,oo4 varas, 

C Ang. C=9o°. C AB±=i 073,48 5. 

Para hallar el lado BC nos servira la segunda 
analogia, que dara R:tang.$<p26 / £6' , fi: :829;CBj 
que por logariunos sera : 

log.tang.39°26'3o /, =; 9,9152034 

log.CB= {j oggJ9 . ;= *,9185545 

comp.log, it,.. .. .= o, 

suma 6 Iog.6823004~-t2 3 833787i 

EI lado AB le hallaremos por la primera analogic 
invertida, que dara cos.2p°26 / $6 // ? 8;R: :82p:AB y 
que por logaritmos sera : 

r ioig.849 ..— 2,918554$ 

log.AB= j log.A...... .....=10, 

C com.Jog.cos.39°26 , 36 // ,8r: 0,1 122415 

suma 6 log.1073, 485=1-3, 0307961 
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• Esc. i.° Si se diesen los dos catetos se despejaria 
el segundo termino de la proporcion (A, 465), y 
despues se hallaria la hipotenusa j con lo cual que- 
daria resuelto el triangulo. 

Esc. 2 .° En los .triarigulos se pueden siempre co- 
nocer dos datos sin necesidad de analoglas, a saber, 
un angulo en conociendo los ,otros dos (lo cual con- 
viene igualmente a los oblicuangulos) $ y uno cual- 
quiera de los lados, cuando.se conocen los otros dos 
(332 cor.). Aunque es mas sencillo en estos casos el 
calculo logaritmico, sin embargo aquel puede servir 
de comprobacion ' como se ve en el primer caso, en 
que se tiene 327 2 =I7$, 317^276, 031 2 con menos 
de dos decimas de diferencia, que en nada influyenv 

Resolution de los tridngulos . oblicuangulos . 

.468 La resolucion de los triangulos oblicuangu- 
los. esxa fundada en esta proposicion general : 

Los senos de los dngulos son como sus lados opuestos, 

Bern. En efecto , si en el triangulo ABC (fig. 1 47) 
eircunscribimos un circulo , y desde el centro O se 
tiran las OQ, OR, OS, perpendiculares a las AC, 
CB, AB, y se une tambien el centro O con los ver- 
tices de los angulos , se tendra que el angulo ABC 
sera igual al AON , porque ambos tienen por me- 
dida el arco AN 5 y como el seno de AON es AQn: 
£AC , este mismo sera el seno del -angulo ABC , a 
sen.ABCr-fAC. 

Asimismo sera sen.BCA=|AB , y sen.BAC= 
fBC j y formando tres razones de igualdad, sera 
[Sen.ABCrfACrrsen.BCA.’-IAB.-rsen.BAOfBC. 

Multiplicand© por 2 los consecuentes , y escri* 
biepdo -abreviadamente , sera 

sen.ABC:sen.B£A:sen.BAC::AC:AB:BC, 
n (33$ esc. i . p ) mas general 

sen./i;seu.^;g ; cn . C; ; a/.bi c. , que es L. Q. D. D. 
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469 Pasamos a resolver algdnos ejemplos , y sea 
el pritne'ro , dados dos lados y el dngulo comprendido f 
hallar el otro la do y los dos dngulos * 

Para poder aplicar a este caso la analogia gene* 
ral , es necesario demostrar que la suma de dos la- 
dos de un tridngulo es d su diferencia , como la tan * 
gente de la semisitma de los dngulos opuestos d dichos 
lados es d la tangente de su semidiferencia • 

Para io cual 5 la proportion general 
sen.^:BC::sen.£:AC 3 dara (§ 184, < 5 . a ) 
sen. A-bsen. B: s en. A— sen.B: : BC+ AC: BC —AC (m). 

Sean ahora BS , CP (fig. 148) los senos de dos 
arcos AP , AC; si se tira el diametro AM y se pro* 
longa la BS , sera (294) el arco AD=ACB ; por con- 
siguiente se tendra DAC=AB-kAC, y CB= 
AB-BC. 

Tlrese ahora la CF paralela al diametro AM, 

, 5 DE=DS-i-SE=BSH-CP=sen.AB+sen.AC, 
1 sera l B E— S B— SErzSB— CPzzsen. AB— sen. AC. 

Si se tiran las cuerdas BF , DF , y con un radio 
FG igual al del circulo , se describe un arco hG K, se 
tendra GK=|CAD=f (D A-f-CA)==|(B A4-AC) , por 
ser ambas espresiones medida del angulo DFG ; por 
Ja misrna razon sera G 7 z=JBC=-|(AB— AC). 

Luego si por el punto G se tira la tangente /GL, 
la parte GL sera la tangente del arco 
GK:=^BA-hAC), y la parte Gl sera la tangente del 
arco.Gfc= 4 (AB— AC). 

Pero los triangulos DEF, FGL, BEF, FG/„ 

A f FE:FG::DE:GL 
Qan \FE:FG::BE:G/ 

que dan DE:GL::BE:Gi , 6 DE:BE::GL:GJ 5 
y sustituyendo en vez de estas lineas los valores que 
Bemos hallado antes , se tendra 

sen.AB-f-sen.AC:sen.AB— sen.AC:: 
tang. -KAB+AC): tang. |(AB— AC) .(n), 
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,que quiere decir , que la suma de los senos de dos 
arcos 6 de dos. dnguios es d su diferencia , como la 
tangente de la semisuma de diclios arcos es d la tan- 
gente de la serin diferencia . 

Y como- haciendo ABr=^4yAC=B , las propor- 
•ciones (in) y (n) tienen comun la primera razon, las 
otras daran 

BC-{-AC:BC — AC:: tang. tang. -|(^[— B),que 
cs la proporcion enunciada. 

Pasemos ahora a la resolucion del triangulo 
ABC (fig. 149), en q. ue se conocen los datos que se 
ven en Mj-' > • : ' j 



L 



(M) 

BC=748 varas. 
AC=d59 varas. 
Ang.C=77°46 / 28 // 5 5. 



| B— 

LAB=: 



(N) 

5 5°35 / 49 // 



73- 



4'5 9 37 / 4i / ',77- 
8865014 varas. 



y observaremos que conocido el angulo C la suma 
de los otros dos A+B sera tambien conocida, y sera 
180 0 — 77«46 / 28 // 3 5=:io2 0 i3 / 3i // 55 yf (^- kB)= 
5i°6 / 45 // ? 75 j luego la proporcion anterior se con- 
vertira en 

748+659:748— 65 p.-.-tang. 5 5 :tang|(^-B), 

6 i407:89::tang.5i V45'V75-tang.^(^--B)5 dedon- 
de sale 

log. tan. 5 i° 6 , 4 o ,/ — :io 3 o933 535 
par.cor.a...5 // 3 75=r 247 

log.89 = I >94939°° 

comp.log. 1 407...=: 6,8517059 



log.tang.f(-d! — B)~ 



suma 6 log.tang.4°29V 7 598=i858 944742 
Conocida la mitad de la suma y de la diferencia 
de los angulos A y By tendremos (§ 154) 

5 1 9 6 7 4 5 ", 7 5+4 0 29 / 3 ",98~55°35 ' 49 *' >7 3 > 
y B=5i°6 / 45 , ’ / ,75— 4 0 29 / 3' / ,98=46°37 / 4i // ,77- # 
Para hallar el lado AB tenemos esta proporcion 
sen./4;BC::sen.C:AB 6 

scni 55 0 35 / 49 // ? 73748:;senv77 0 46 / 28 // 55;AB5 que da. 
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i log. sen. .jj°46'2 o"= 9, 99003 3 8 

F*? 8 "’ s= . » 

iOg.748 = 2,8739016 

cora.log.sen.55 Q 35 , 49" ; 73= 0,0835011 

suma 6 log.886,014— *2,9474404 

Gon lo cual queda resuelto el segundo caso y las 
partes buseadas son las que se ven en (N). 

470 Dados dos dngulos y un lado , hallar el otro 
angulo y los dos lados. 

Si en el triangulo ABC (fig. 1 50) se tie^nen Iqs da- 
tos (M), lo primero se hallara el tercer angulo 

(M) (N) 

r Ang.C=74°5 , 37 ,/ ,6 r £= 42»3o'28",7. 

4 Ang.A=63°23 / 53' / ,7. -? AC=6 52,16 varas. 

(. BC=863 varas. CAB—928,218 varas. 

que sera B=i8o° — (74°$ / 37 // 3 6-±-63 c> 23 / 53 // ,7)= 
180 0 — i37°29 / 3i",g=42 Q 3o / 28 // ,7. 

La analogia general sen.^:BC::sen.5:AC::sen.C:AB, 
sera sen.63 0 23 / 53 // ,7:863::sen.42°3o / 28 // ,7:AC:: 
sen.74° 5 / 37 // ,6:AB. 

Despejando el cuarto y sesto termino , se tiene 

! log.sen 42°3o / 2o // = 9,8297293 

P ar - cor - a 8", 7.= 200 

log.863 — 2,9360108 

com.log.sen.63°2 3'5 3", 7=- 0,048 5 942 

suma 6 log. 6 5 2,16= *2,8 1 43 543 

riog.sen...... 74°5 / 3o ,/ =! 9,9830403 

fog.AB=) par.cor.i.:....:„........ 7 // ,6= 4* 

® \ log.863...... * = 2,9360108 

(^comp.log.sen.63 0 2 3 / 53' / ,7= 0,0485942 

suma 6 log.928, 21 8=*2, 9676499 

Con lo cual queda resuelto el triangulo , y el va- 
lor de. las partes buscadas.es el q.ue se ve en (N)» 
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471 "Dados dos l ados y el dngulo opuesto ■ d uno 
de ellos , hallaf el tercer lado y losldos dngulos. 

Este case se resuelve -cotno el anterior y y puedc 
cn algunos casos dar dos soluciones , porque los da- 
tos pueden convenir a dos triangulos (438). 

472 Las construction^ preparatorias que hemos 

tenido- que hacer , se podrian evitar si entre las seis 
cosas que entran en un triangulo se pudiesen encon- 
trar tres ecuaciones j pues en este caso dadas tres, 
cosas se tendrian tres ecuaciones con tres incognitas 9; 
que se despejarian imnedi at ament e. Para esto. qbser- 
varemos, que (figs. 77 y 78)por lo dicho (34$ escvi. 0 ) 
se tiene- c 2 =a 2 -hb 2 zt2bxCD $ y como (§ 464 esc.) 
CD=0cos;BCD , y en la figura primera que es la 
que da el signo -h del '± n se tiene cos.BCP= 
— cos.BCA==-- cos.C y sustituyendo este valor ;ys.a- 
cando los anfalogos para los demas , se tendra .c 2 =j 
a 2 +b 2 ‘ — ’ZubMos.C , fr 2 — — 2acxcos*$, a 2 == 5 
b 2 +c 2 ~~2bcxcos.A , que sirven para conoc.er untiado, 
cuando ^ae -eonocen los otros dos y el anguloj que 
funnaii. : • 

Despejabdo los cosenos de los angulos se tendra 



cos ; .C=- 



h*±b 2 ~c*^ 



tab 

b'-i-c 2 — a 2 



cos.B=r- 



-b 21 



2 ac. 



O J. i 1 



2 be 



que- sirven para conocer un angulo cuando se.eono- 
een los- tres dados. 

Esc . ; Estas formulas se pueden poner bajouna 
forma a que se puede aplicar inmediatamente el caL 
culo logarittiiico. i • 

Idea general de la resolucion de los tridngulos es~ 
fericos. 



473 

fiama tn 



indicado, y -ahora repetimos, que se 
esferko una portion de la; : superficie 
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de una esfera , comprendida por tres arcos de circulo 
maxiino? tal es el ABC (fig. 1.5 1 ) que suponemos cons- 
trilido en- la superficies deuna. esfera, cuyo_eentro 
esta eri O , y cuyos lados son los arcos,. de circuit*, 
maxiino AB, AC , B C. j . v - 

Para fijar bien las ideas., conviene: saber. que todo 
trianguio esferico: ABC determina en el centra ' 0 de la 
esfera un dngulo solido^compuesto de, tres pianos, 
AOB , AOC , BOC , que tienen por medida respecti - 
vamente los . arcos 6 lados del mismo. tridngalo AB } 
AC , BC. 

Ademas. , el dngulo esferico CAB es el mismo .que 
el que for man las dos tangent es .A E , AD 9 tiradas eji 
el vertice A , respectiv ament e d cada arco AC , AB. 

Porque la inclinacion-de e.stos arcos es; la misma 
que la de los pianos OAE , OAD en que s'e hallan,. 
y cUya-interseccion:cotuun es el radio, AG perp la 
inclinacion de estos pianos se rnide (377) por-el an- 
guio rectilineo EAD formado.por las d.os : perpendi- 
culares AE , AD , a:unanismo.punto A de .la cornua 
interseccion j luego este angulo sera tambien el for- 
mado pOr los arcos A64 AB r 6 el esferico BAG. 

474 Esto supuesto, lo que nos proponemos es 
hallar la relacion que: tienen .eutre si losJddos AB, 
AC , BC , que iiamarernos c , fr , a , y los angulos 
C , B , A , del trianguio esferico ABC, { 

Para esto , sea ei radio OA=i , y prolonguense 
los OC , OB , hasta que encuentren las tangentes en 
E yoenrD, : y sera AEla tangente trigonometrica.del 
arco AC , y OE sera la secante * y AD^ OD seran 
la tangente y secante del arco AB. Unan$e los puntos 
D y E , y el, trianguio rectilineo ADE dara (§ 472) 
DE 2 = AE 2 4-AD 2 — 2 AExADxco s.A 3 
6 haciendo DE=x , y sustituyendo en vez de estas 
lineas los valores que les hemos dado antes, sera 
x 2 ==tang. 2 fr+tang. 2 c — 2iang.frtang.ccos.-d! $ el trian- 
guio ODE dara igualmente 

x 2 =sec. 2 fr-f-sec. 2 ;£*'- 2sec.frsec.cc0s. a. 

Restando de esta ecuacion la anterior se tendra 
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b«ec. 2 /;H-sec. 2 c— 2sec./?sec.ccos.a — 
tang. 2 /?— tang. ? c+2tang./?tang.ccos.^;. 
y teniendo presente (445 esc.) que sec. 2 /?— tang. 2 /?=i 
y sec. 2 c— tang. 2 c=i , 

Esta ecuacion despues dediv-idir por 2 se con- 
vertira ea i-Hang.btang.ccos.^— sec./?sec.ccos.n=:q$ 
y sustituyendc^en vez.de tang, y sec. sus vaiores, sa 

_ , sen.fr sen.c ^ 1 1 

tendra n— -~x— — xcos.^— x rXcos.nr:o: 

cos. a cos. a co s.fr cos.c 

o^haciendo las operaciones reduciendo el .entero a 
la especie del quebrado, supriimendo el denomina- 
dor., y despejando cos.0, se tendra 
co^a—cos.bcos.c+sen.bsen.ccos.A f y Eadendo "una; 
construction ‘seriiejante en cada angulo se tendra el 
sistema de* ecuaciones .. . 

J { r cos . acrscos.frcos . c-t-s en .i?seiL csos.A ^ . , 

- - i cos./7=cos,acos.cH-sen. jsen.ccos.S £ (M) ; 

. L cos. c— cos. acos.h+ssn^ssn.bcos.Cj 
que sirven-para conocer uniado>,;.cuando se cdnocen; 
k>s otrosdos<y.el angulo quedortnan.-.i ii, 7 

-i 475: Despejando en la primera_cos. A^ se tendra 

'Cos;n— cos.boos.c • • i:ni ' *' Ur * : :: * 

. qos.Azz: — — y 

sen.frsen.e 

y si, en la ecuacion^ . seuJ 2 4== 1 — -cos^ : sustituiinos 
este valor, sera 

rr ‘ CdS. 2 ^+C0S. 2 &C0ST S C^r-2C0S.aC0S.&C0S.C 

«en. 2 ^==i— — — tiSX | ; 

sen/Wen . 2 c ' 

Jiii j oVi*. a . 

Redutiendo_pLentero a la. especie del quebrado 
que le acompana , sustituyendo en-el numerador 
I — cos 7 ^ en vez de sen . % ' r efectuando^ multi plica- 
cion y reduccioh / mukiplicando arribayabajo por 
sen. fl ^ y estrayendo.la raiz cuadrada^se tendra 

\/ i-^cos 2 a— cos 2 fr— cos 2 c^ 2 Cos.aco,s. frcos.c 
sen^[=seo.a — - — : — 1 



sen.asen.frsen,e 
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Representando por F la fraccion que multiplica 
a seu.a, y hadendo operaciones analogascon lasotras 
do5 : eeiradones(LVl), setendrasen.^— Fxsen.a, sen.Brr 
Fxsen.b, sen.CzzFxsen.c , que dan ' ^ 
sen.^;5en.F:sen.C::sen.a:senF:sen.c 7 que es la analo- 
gic general- de los triangulos esfericos y se enuncia; 
Los senos de los dngulos soncomolos seno's de los lados 
c puestos. 

- 476 Despejaiido4os-eosenos de los angulos en las 

„ COS.a-rCOsFcOS.e 

ecuaciones (M)^e:tendra cos.Az 



go s,B== 



cos . fc^cdstCcoS- c 



sen.osen.c 1 



, cos.C= 



: ,sen.tsen,c 
cos.c— cos.tfcos.F 



-sen .asend? 

que sirven para conocer un anguloeuando se cqqch 
cen los tres lados del ; trian’gulov Pero para hallar el 
anguio A , v/'g^seria -menester calendar separada- 
mente por logaritmos los ; ter mines ^oos*. a y cosFcos.c, 
Ifallar los mimeros a que^correspondiaii, restar estos, 
y despues hallar el iogaritmo de la diferenda , y res- 
tar do el el logaritmode'senFsen.c, y estajultima di- 
ferencia seria el logaritmo de cos .A 7 y como esta 
operacion seria muy~ embarazosa -en-la practica , se 
hail dado a dichas ecuaciones varias transformaciones, 
con las’cuales qu'edanTresueltos en.factores los segun- 
dos miembros , en esta forma : 



sen \%A=‘ 



AB= 



sen, 



sen.|C= 



sen . \{a -d7— c)s en._^a±c~~ b) 
sen.i?sen*c 
stn.%[a-hb — c)sen.-|(fr-f-c — a) 
sen.asen.c 



sen f(/74-c— a)seh:-f(^4-c-^Z?) 



sen L.asen.6 ' 

cuyas formulas- sirven para el mismo-objeto , y se les 
puede apiicarinmectiaiameme el calculo logariimico* 
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6 APLICACION DE LA ; GEOMETItf A ELEMENTAL A 

' 

XAS, XHIFEAENTES OPERACIONES QUE SE EJECUTAN 
n.- , EN EL TERRENO. 

I)e 4 a nwelacion. 

477 Se‘ llama nivelacion la operacion que ensena 
a determinar lo que un punto esta mas 6 menos dis- 
lante que otro del centro de la tierra. Para proceder 
con aeierto en lo que ivamos a esponer , _debe saberse 
que la.> tierlra que hasta estos tiitimos tiempos se ha- 
bia tenido. por esferica, se ha hallado que tiene la 
figura de- una naranjaV 'esto es , aplanada hacia los 
polos .^y prolongada hacia el eeuador ; este aplana- 
miento no influye nada en las. operaciones ordinarias, 
y por to mis mo supondremos que la tierra es esfe- 
rica comq se ve (fig. 152). Los puntos A> B, son 
los polos, la llnea AB,^se llama el eje de la tierra; 
y la tinea CD el didmetro ; todo cireulo maximo que 
pasa. por Jos polos.,, se llama meridiano. de la tierra; 
y el clrculo maximo perpendicular al meridiano , se 
llama 'eeuador. El Horizonte de un lugar es el piano 
tangente a la superficie de la tierra, cuyo punto de 
cojijiacfp es. ei lugar mismo del observador; tinea. 
Horizontal es cualquier recta que se halla en.este 
piano; Mned vertical es.la prolongation del radio 
terrestre, perpendicular al horizonte; un hilo de cu- 
yo !es : tremo cuelga un cuerpo cualquiera , senala la 
direccion vertical. 

478 Esto supuesto, todos los puntos de la su- 
persede de las aguas,- cuando se hallan en quietud, 
6 en general dos 6 mas puntos equidistantes del cen- 
tro de la tierra, estan k un inismo nivel , 6 estan en 
el nivel verdadero ; tales son los A, R, D, &c. ; y 
tambien lo estan los P, Q y M, N, equidistantes 
del punto de contacto A de la horizontal MN. Los 

23 T. I. 
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puntos que.como A, Q , N,.&c'. distan desigualmen- 
te del centro O , se dice que estan ea el nivel apa~ 
rente j per loxual la lihea horizontal AN,' se llama 
Unea de.inwet rtparente j >y lacircunferencia terrestre 
ADBC, 6 cualquiera otra concenirica con ella , se 
llama Unea de nivel verdadero. Asi, los puatos A, Q, 
estan en el nivel aparente; los A , R , en el verda- 
dero ; y la parte QR del radio OR prolongado has- 
ta Q , es lo que se llama diferencia del nivel aparen* 
te al verdadero.-Cazudo se hacen nivelaciones gran- 
des y de importancia conviene tener en considera- 
tion esta diferencia. < • : ■ • ■ : 

479 .En : este compendio omitimos la descr-ipcion 

de los instrumentos con que se ejecutan las opera- 
ciones, tanto porque con sola la esplicacion sin* te- 
nerlos a la-Vasta, es imposible formar una idea de 
ellos, como porque su presencia y cuatro; pakbras 
del profesor aprovechan bias que diez hojas de es- 
plicacion. No obstante end tratado elemental se-ha- 
11a la : esplicacion de cada urxo’ y la figura que te' re- 
prenta ; y asi , suponiendo que -se tienen decimos 
que* para nivelar una piedra‘,.una mesa, tin piano 
de cualquier instrument, st emplea el nivel de al - 
baniloeide-aire . ' . 

480 Para nivelar puntos’ que no disten demasia- 

do, se emplea' el nivel ‘de agiia j y si la nivelacion 
ha de ser muy grande , se usan niveles de aire c on 
pinulas 6 anteojo. , t •-* • 

Guando para averiguar la diferencia del nivel 
entre dos puntos, solo-se coloca el nivel- en-un-pa- 
raje, se llama nivel acion simple j y cuando en dos - 6 
mas , nivelacion compuesta . 

Si se q'uiere hallar la diferencia del nivel entre 
los dos puntos C y D (fig. 15 3), se colocara el ni- 
vel en B , sobre poco mas 6 inenos a igual distanck 
de C y D , y en linea recta con ellos ; se echara agua 
en el nivel, y clavando; dos miras verticalmente en 
C y D , se mirara por los puntos M, N de la super- 
ficie del agua, haciendo que otro suba 6 bajela ta- 
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blilla de la mira, hasta que la visual tirada por M 
y N , vaya a parar a la linea que separa lo bianco 
de lo negro ,• con lo cual los puntos E , F seran dos 
puntos de nivel verdadero. Ahora , midiendo con 
una vara dividida en pulgadas y lineas, 6 mejor en 
pies y decimales de pie, las alturas CE, DF, y res- 
tandolas ; el residuo sera la diferencia del nivel en- 
tre C y D, estando mas alto el punto C, cuya altu- 
ra CE se ha encontrado menor. 

Esc. - Para asegurar mejor la direccion de las 
visuales , suelen tener las tablillas de las miras la 
forma que representa la (fig- 153*); esto es, que 
suelen ser cuadrajdas 6 circulares, con dos lineas 6 
dlaiiietros que se crucen a angulos rectos; y en- 
t^pnees el punto de mterseecion de dichas lineas es 
el punto donde se debe dirijir la visual. 

481 Si la distanci'a entre los puntos es muy con- 
siderable , se emplea la nivelacion compuesta, del 
modo siguiente. Supongo que se quiere hallar la 
diferencia de nivel entre los dos puntos Ay D (fig. 
154); lo primero se clava una mira en A, y se co- 
loca el nivel en E; y (para no tener que atender a 
la diferencia del nivel aparente al verdadero) a igual 
distancia sobre poco mas 6 menos , si se puede, v. g. 
en B , se clava otra mira 6 estadal ; se senalan los 
puntos a y 7 ? de nivel, se averiguan las alturas A a 
y Bfr , y se apuntan en un papel. Despues se pasa 
el nivel a otro punto F, dejando clavada la mira on 
B , y a igual distancia sobre poco mas 6 menos se 
coloca btra mira en G, se senalan los puntos de ni- 
vel e, c, y se apuntan las alturas Be, Cc. Se pasa 
cl nivel a G, y con las mismas circunstancias que 
antes , se averigua el valor de G/, D d. Se suman 
los valores de A a , Be , C/, que representan las al- 
turas de los primeros terminos , se suman igualmen- 
te los valores de Bb , Cc , Dd , que representan las 
de los segundos ; se restan estas dos sumas , y el es- 
xeso espresara la diferencia de nivel : estando mas 
alto el primer termino, si la suma de los primeros 
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lerminos es menor - 7 y el segundo , si la de estos lo e$. 

i ... . .. « ... r 

De la medicion de las lineas. 

4S2 Para ejecutar cualquier operation, es ne- 
cesario primero raedir una linea ausiliar, que se lla- 
ma base . Los instrumentos que ordinariamente se 
emplean, son: una cadena 6 cuerda de 100 pies (6 
xnenos), jalones , piquetes y un mazo._ 

Asiy si se quiere medir la distancia de A a E 
(fig. 155), se colocarain los jalones B, C, D, en los 
puntos intergiedios , de tnanera que mirando desde A 
a JE queden todos cubiertos ; despues de estar ali- 
neada ya la recta, se empiezaja medicion con la ca*? 
deoa 6 cuerda, procurando que este bien tirante, y 
segun las veces que se coloque s^deducira el nume? 
ro de pies de que consta la linea dada. 

; 483 Con solo, la.cadena y los jalones se pueden 
resolver varios problemas. 

i.° Format an angulo recto , d tirar una perpeifr 
dicular d una linea dada. 

Res. y Dem. Tomense 12 pies 6 unidades en la 
cadena 7 con los lados 3 , 4 y 5 , en que se descompo- 
pe el. 12, formese un triangulo, y el angulo com- 
prendido por Iqs lados 3 y 4 sera el angulo recto 
pedido, y por consiguiente el up. ladd perpendicu- 
lar al otro. Porque valiendo los lados del triangu- 
k> 3? 4 y 5 > se tiene 3?4-4 2 =$ 2 i luego el triangu- 
lo que se ha construido (335, esc. 3. 0 ) es rectangulo. 
Esc . Si se pidiese un angulo de sesenta grados 
se formaria un triangulo equilatero. 

484 Cuando se han de tirar tpuchas perpendi- 
culars , como sucede cuando hay que medir algun 
terreno , 6 se va a trazar un campamento, se lleva 
.el aparato que se llama cuerda de perpendiculares , y 
consiste.en un triangulo isosceles (fig. 156) 6 equi- 
latero con el cordel CE que divide en dos partes 
iguales la base AB y senala la direccion de la per- 
pendicular.. 
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Para hacer uso de elia se aplica la base AE so 
bre la linea a que se ha de tirar la perpendicular 
de modo que el punto E caiga sobre el punto de la 
linea en que se ha de levantar; y tirando del estre- 
mo M la cuerda EM , se tendra la perpendicular 
pedida. 

Si este aparato se hiciese de madera fuerte, se 
podria llamar escuadra doble , y serviria con mucha 
utilidad para tirar perpendiculares en puntos de li- 
neas dadas , como para tirarlas desde puntos dados 
fuera de ellas. 

485 2. 0 Medir una linea inaccesible . 

Res. y Dem. Sea AB (fig. 157) la linea inaccessi- 
ble j a causa del rio que la atraviesa j levantese en 
su estreuio B una perpendicular BL $ dividase en 
dos partes iguales en H , y clavese en este punto im 
piquete; levantese en L la perpendicular indefini- 
da LD j busquese el punto D , desde el cual tirando 
una visual por H vaya a parar al punto A, y la li- 
nea LD sera igual a la distancia AB que se pedia, 
Porque los trianguios ABH, HLD , son rectan- 
gulos en B y L, y tienen BHrzHL por construction* 
y los angulos en H iguales por opuestos al Venice; 
luego estos trianguios son iguales, y dan ABmLD; 

486 Tambien se pueden medir las alturas acce- 
siblcs e inaccesibles por su pie. Asi, si se quiere me- 
dir la torre AB (fig. 158), se plantara bien verti- 
calmente un jalon EC 5 a alguna distancia de este ja- 
Jon, se plantara otro DF, de manera que se pueda 
ver el estremo A-de la torre por un rayo visual FEA 
que rase conel estremo del piquete. Mirese tambien 
un punto de la torre tal como G por un rayo vi- 
sual FG que pase por H, de manera que CHrrDF. 

Hecho esto, si se concibe la EG, sera paralela 
e igual a la DB, y se tendran los dos trianguios 
semejantes AGF, EHF, que dan FH:HE::IjG:AG; 
y como los tres primeros terminos de esta propor- 
tion son conocidos, porque se pueden medir, se si- 
gue que si al cuarto AG se anade la parte GB que 
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esta debajo de la linea GF, que tambien se puedc 
medir , se tendra la akura AB de la torre 6 de cual- 
quier otro objeto. 

Esc . Si la torre fuese inaccesible por su pie , se 
mediria primero por el metodo anterior la distancia 
inaccesible BC 6 BD, y se ejecutaria lo demas como 
se acaba de manifestar. 

De la medicion de los angulos. 

487 Para medir los angulos sirven muchos ins- 
truments, a saber: la plancheta , grafometro^ bnU 
jiila, teodolito , cuadrantes de circuit), circulos repeti- 
dores , y recipidngulos . En el papel se trazan y mi- 
den los angulos con un semicirculo AOB graduado 
(fig. 159)5 <l ue se coloca de modo que el centro O 
caiga en el vertice del angulo, y sobre uno de los 
lados el diametro del mismo circulo. De manera que 
si colocado sobre el angulo BOD, hailamos que OD 
cae sobre la linea que senala 45°, diremos que este 
es el valor de dicho angulo. Para que en uno de 
estos semicirculos se pudiesen trazar medios grades-, 
se necesitaria que fuese de un radio bastante gran- 
de; y si se quisiesen trazar hasta minutos , seria 
muy embarazoso el uso del instrument. Para evi- 
tar esto se ha ideado un medio sencillo , para obte- 
ner los angulos con instruments de una regular 
magnitud. 

448 Para esplicarle, sea.ACB (fig.: 160) el hor- 
de 6 el limbo de un instrument© y iqjue este dividido 
en partes que se distingan .bieru;.vl g. en grados; 
tornese un. nuinero cualquiera de grados en el lim- 
bo 5 v. g. 9 0 ; tornese aihora otra pieza del mismo 
metal que el instrumento, y de una magnitud igual 
a la de los 9 0 que se tomaron , la cual se dividira 
en 10 partes iguales , esto es , en una mas que las 
que seqtornaron en el instrumento; de consiguiente, 
cada espacio de esta pieza (que es lo que se llama 
fjwm;z);vale JL de grado o 54 minutos; y la diferen- 
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cia de uha division del nunez a una del limbo , 6 a 
un grado, vaidra 6' . La pieza donde esta el nunez 
se a plica sobre el limbo , y jira al rededor del cen- 
tro del instrumento (6 al contrario pertnanece lijo 
el nunez y jira el limbo); la primera division del 
nunez, tiene por lo regular una, flor de lis , y se lla- 
ma tinea de fe $ esta se hace que coincida con la di- 
vision o° 6 i8o° en jeneral, 6 sobre otra gradua- 
cion cualquiera del limbo ; y la magnitud de un an- 
gulo se aprecia por lo que se separa la linea de fe 
de dicha graduacion. Ahora , si la linea de fe coin- 
cide exactamente con una division del limbo , el va- 
lor del angulo sera el numero de grados compren- 
dido desde cero hasta dicha linea ; pero si la linea 
de fe cae entre dos divisi ones del limbo, el angulo 
pedido vaidra un cierto numero de grados, y una 
parte de grado que se valua por la regia siguiente: 
vease la division del nunez que mas coincide con una 
del limbo ; cuentense los espacios del nunez desde la ti- 
nea de fe hasta la que coincide con la del limbo ; mul - 
tipliquese el numero de espacios hallado por la diferen- 
cia 6' ( en nuestro caso , 6 por lo que valga segun 
otra division ) que hay entre el espacio del limbo al 
del nunez j y el producto serdn los. minutos que se de- 
beran anadir al numero de grados hallado . 

Con un ejemplo se entendera bien esta regia y 
su demostracion. En-efecto si se quiere averiguar 
el valor del angulo AOG, este vaidra el numero de 
grados del limbo comprendido desde A hasta m (que 
aqui son 3), y ademas la parte mGj ahora, la linea 
del nunez que mas concurre con la del limbo , es la 
que pasaporB; y multiplicand© los seis espacios 
del nunez que hay desde OG hasta B por 6', el pro- 
ducto 36' seran los que se deben anadir a los 3- 0 ha- 
llados ; por lo que , el angulo* AOG vale 3° 36'. 
Porque si la linea del nunez que coincide con la del 
limbo fuese la primera de aquel, el espacio mG val- 
dria una vez la diferencia de los espacios del lim- 
bo y del nunez, esto es, 6'; si fuese la segunda, el 
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dicho espacio valdria is' 6 2x6'} si fuese la tercera 
valdria 18' 6 3x6', y asi sucesivamente ; luego sien- 
do la sesta , el espacio t?*G valdra 6x6 / = 36', 
L. Q. D. D. 

489 Para averiguar los angulos que forrnan en- 
tre si tres puntos que se* hallan sobre el terreno, se 
emplea jeneraimente la plancheta (fig. 161)5 sobre 
el tablero se esuende un pliego de papel , se senate 
el punto A adonde corresponde el vertice Q del an- 
gulo del terreno} por las cerdas de la regia FG 
que se llama alidada , se dirijen visuales a los otros 
puntos C y B, y estas visuales se senalan con un la- 
picero sobre el papel , donde queda formado el an- 
gulo bAc , igual al que forrnan los tres puntos B,> 
Q, C, del terreno; y midiendo este angulo con el 
semicirculo, se tendra el que se deseaba sobre el 
terreno. 

490 Por lo regular , lo que se intenta buscar es 
el angulo que forrnan dichos objetos , suponiendolos 
proyectados en un piano horizontal que pase por el 
vertice ; entonces es esencial que se coloque el table- 
ro en una situacion horizontal por medio de los ni- 
veles ; y como en este caso puede ocurrir el que los 
objetos B y C no se vean por el espacio que ocu- 
pan las cerdas , es preferible a la alidada un anteojo 
A (fig. 162), el cual ademas de tener la circunstan- 
cia de poder-bajar y subir la punteria cuanto se ne- 
cesite, reune la ventaja de distinguir los objetos con 
claridad y a mayor distancia. 

491 Otro de los instrumentos que sirven para 
medir los angulos es la brujula (fig. 163). 

Su construccion y uso estriban en que las agu- 
jas tocadas a lo que se llama piedra iman , se dirijen 
hacia el norte; y si colocada en un paraje se mira 
a un objeto ciialquiera, y se ve el angulo que for- 
ma la aguja NS con la linea AB; y luego se mira 
a otro objeto y se determina el mismo angulo , la 
diferencia erjtre estos dos angulos observados , sera 
el angulo que forrnan dichos objetos, si la aguja ha 
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permanecido en ambos casos a ua mismo lado de la 
liaea AB. 

Si al enfilar el otro objeto, la aguja pasase al 
otro lado de la linea AB , el angulo buscado estaria 
representado por la suma de los dos observados. 

492 De todos los instrumentos que se han irt- 
ventado para las operaciones geodesicas , los mas a 
proposito son el teodolito, y el circulo repetidor de 
Borda. 

La primera operacion que se practica es nivelar 
el teodolito, y tiene la ventaja de dar a un mismo 
tiempo y con un solo anteojo (aunque algunos tienen 
dos) , los angulos horizontales y de elevacion. 

493 Como la division de los instrumentos no 
puede Hegar al grado de exactitud del calculo , y 
que se requiere en algunas ocasiones, se ha ideado 
el circulo repetidor , el cual tiene la propiedad de 
que en vez del angulo que se quiere averiguar, se 
puede tomar el duplo, el triplo, el cuadruplo, &c. 
y dividiendo despues por 2, por 3, por 4, &c. y s e 
tendra el angulo pedido con la mitad, tercera , cuar- 
ta , &c. parte del error que se debe sospechar en e£ 
instrumento. 

Medir alturas y distancias accesibles e inaccesibles , y 
modo de levantar los pianos topogrdficos. 

494 Cuando se puede uno acercar al pie de una 
altura AB (fig. 164), y en su piano se puede medir 
una base, se elije esta de manera que sea sobre poco 
mas 6 menos igual con la altura por medir ; se colo- 
ca el instrumento en su estremo , y con el se mide el 
angulo de elevacion AFG; con lo cual el rayo vL 
sual AF , el horizontal GF , y la parte AG de la 
altura, formaran un triangulo rectangulo, en que 
se conoce ademas del angulo recto en G , uno de los 
angulos agudos , y el cateto FG que es igual con la 
base medida BDj luego (465) hallaremos al lado AG*, 
diciendo A:tang.AFG:;GF=BD;AGj 
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y anadiendo a esto la parte BG , se tendra toda la 
altura AB. 

49$ Cuando hay algun obstaculo que impida el 
acercarse al pie como en la (tig. 165), y se puede 
rnedir sin embargo una base AB en el piano de su 
pie, se procede del modo siguiente : colocado el ins- 
trument en A , se toma el angulo de elevacion CAD; 
y colocado en B el angulo CBA; con lo cual tene- 
mos en primer lugar un triangulo CAB, en que co- 
nocemos el angulo en B y el lado AB, porque los 
hemos medido, y el angulo CAB por se r suplemen- 
to del medido CAD, y en virtud de lo dicho (470) 
hallaremos el lado CA. Conocido este , queda deter- 
minado en el triangulo, rectangulo CAD la hipote- 
nusa y un angulo, y podremos hallar (466) el cate- 
to CD que es la altura que deseamos. 

496 Muchas veces no se sabe si la base esta 6 
no en el mismo piano del pie de la altura, y aun 
el que no se vea el pie de la altura por rnedir : en 
este. caso es un poco mas complicada la operacion. 

Supongamos que se quiera rnedir la altura inac- 
cesible CD (fig. 166); mediremos donde el terreno 
lo permita una base AB3 en el estremo A se cola- 
cara el instrumento , y se tomara el angulo horizon- 
tal BAD y el vertical CAD $ colocando en el otro es- 
tremo B el instrumento,. se tomara el angulo hori- 
zontal DBA, y d vertical CBD. Hecho esto, el trian- 
gulo DAB nos dara (470) el valor de uno cualquie- 
ra de los lados, tal como AD j con lo cual en el 
triangulo rectangulo CAD se conocera ei cateto AD, 
y el angulo CAD 5 luego (46$) nos dara el valor 
de CD, que es lo que se pedia. 

497 Cuando la distancia que se intenta rnedir es 
accesible , se ejecuta conforme hemos dicho se mide 
una base ^ cuando solo es accesible por uno de sus 
estremos, se procedera del modo siguiente. 

Supongamos que sea la BC (fig. 167) la linea que 
se quiera rnedir j en este caso se medira una base CA 
desde cl estremo accesible C, y en sus estremos me- 
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diremos los-angulos BCA , CAB , y la Trigonometria 
(470) nos dara el lado BC. Para hacer esta opera- 
cion con la plancheta, se coloca este instrumento de 
manera que su centro corresponda sobre el punto C 
del terreno; despues se tira en el papel una lineaca 
en la direccion de la base , de una magnitud tal que 
contenga tantas partes de una escala eualquiera , co- 
mo veces esta contenida la unidad de medida en la 
base CA; despues se dirije la visual por C al punto 
B , y se tira la cb indefinida ; despues se pone el ins- 
trumento en A , y colocado el tablero de modo que 
la base ca se halle en la direccion AC de la base me- 
dida, se dirije la visual al punto B, se tira la ab, y 
el numero de partes que cb contenga en la misma es- 
,cala, sera el niimero de unidades que contenga la 
BC de la medida con que se midio la base CA. 

498 Si la distancia CD (fig. 168) es de todo pun- 
to inaccesible mediremos una base AB que sea pro- 
•ximamente paralela e igual con la distancia por me- 
dir CD. En A tomaremos los angulos CAB, DAB, y 
pasando el instrumento a B tomaremos los angulos 
€BAi, DBA , y tendremos conocido en el triangulo 
CAB el lado AB y los angulos adyacentes; luego la 
Trigonometria (470) dara el valor del la AC. En el 
triangulo DAB se conoce igualmente el lado AB y 
los angulos adyacentes ; luego podremos hallar el 
valor del lado AD. Ahora , en el triangulo CAD te- 
nemos conocidos los lados CA , AD , por lo que 
acabamos. de decir., y el angulo CAD que forman, 
por ser la diferencia entre los dos angulos obser- 
vados CAB , DAB ; luego la Trigonometria (4 69) 
dara la distancia CD que buscabamos. 

499 Para hacer esta operacion con la plancheta, 
se coloca el instrumento en uno de los estremos de 
la base, tal como A, y despues de tirada la ab en 
la direccion de ella , se dirijen las visuales a los 
puntos C, D, y se tiran en el papel las ac , ad$ 
despues se pasa el instrumento a By se tiran las 
ic, bd 7 en la direccion de las visuales dirijidas a los 
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pantos C y D ; y tomando con un compas la distant 
da cd, y averiguando su valor en la misma escala 
en que se tomaron las partes de ab, que espresaban 
las unidades de medida de AB , se tendra el numero 
de unidades que contiene la CD. 

500 Se llama mapa 6 piano topogrdfico el dibujo 
en que estan representados todos los objetos de un 
pais de corta estension. Para manifestar como se con- 
sigue esto , supondremos que se nos de un terreno, 
en el que se hallan los objetos C, D, E, F, G, H, 
K, L (fig. 169), y que se quiere sacar un dibujo en 
que los objetos guarden la misma posicion que tie- 
nen en el terreno. 

Para esto , lo primero que se ejecuta es medir una 
base AB , desde cuyos estremos se vea el mayor nu- 
mcro de objetos posible ; se colocara el instrumento 
en A, y se dirijiran visuales a los puntos C , D , E, 
F , &c. que se ven desde ambos estremos de la base; 
se pasara el instrumento a B , y se dirigiran visua- 
les a los mismos objetos; y tendremos que si el ins- 
trumento era la plancheta, el concurso de las visua- 
les en el papel determinara los objetos; y si no lo 
es , en los estremos a y b de una linea ab , de la mis- 
ma magnitud que la base medida , se forman con un 
semicirculo, los angulos cab , dab , toe. del mismo 
numero de grados que los angulos observados CAB, 
DAB, &c. con lo cual los lados de estos angulos 
prolongados , determinaran por su concurso los pun- 
tos c, d , toe. Tambien se pudieran calcular por Tri- 
gonometrxa los lados 0c, ad 9 toe. , pero esto es mas 
complicado. / 

Para fijar la posicion de los puntos K, H, L* 
que no se ven desde ambos estremos de la base AB, 
se elije una nueva base que se procura tenga sus 
estremos en dos puntos fijos ya, y con relacion a 
esta.base.se fijan los demas. Aqui, para fijar el K, 
eiejiremos por nueva base la distancia FG. y colo- 
cando en sus estremos el instrumento , mediremos los 
angulos KFG, KGF, que nos fijaran la posicion del 
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punto K, Para fijar los puntos H , L , elejir5mos por 
base la EF ? y asi se continuaria si quedasen mas 
puntos por determinar. 
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